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Sommario

L’AFM (Atomic Force Microscope) rappresenta un potente strumento di analisi,
misura e manipolazione di materia alla nanoscala in grado di raggiungere livelli di
precisione (risoluzione verticale 0.1Å, risoluzione laterale 1.0Å) di gran lunga supe-
riori a quelli dei laser ottici. Attualmente viene impiegato per l’analisi di una vasta
gamma di discipline. Fra tutte, sono particolarmente rilevanti la fisica dello stato so-
lido, la scienza e tecnologia dei semiconduttori, l’ingegneria molecolare, la chimica e
la fisica dei polimeri, la chimica di superficie, la biologia cellulare (tra cui lo studio e
l’identificazione di cellule tumorali) e la medicina. Una tecnica di impego dell’AFM
che permette di estrapolare una grande mole di informazioni sia dal campione che
dal micro-cantilever è l’AFM dinamico (tapping mode). Quando il micro-cantilever
viene ad interfacciarsi con il campione, si viene a creare un sistema dinamico ibrido
nelle diverse regioni di interazione. La dinamica puo’ essere descritta da due leggi
di moto diverse che si alternano durante il continuo passaggio dalla zona repulsiva
(quando il tip si trova ad una distanza dal campione inferiore o uguale alla distanza
intermolecolare) alla zona attrattiva. La zona attrattiva che vede il micro-cantilever
lontano dal campione, rappresenta la regione della dinamica del sitema in cui si han-
no codificate nella legge di moto principalmente le caratteristiche del microcantilever
e dell’entità e tipologia dell’impatto, mentre la zona repulsiva contiene in essa oltre
che le informazioni sul dispositivo anche quelle sul campione. Risulta evidente dun-
que che in molti problemi di studio la regione repulsiva è di gran interesse, e risulta
dunque ancor più evidente l’importanza di analizzare il comportamento dell’AFM,
come descritto da un sistema dinamico ibrido. Attualmente le analisi di regressione
del modello dinamico, sono svolte in modo analitico da un operatore, che campione
per campione deve regredire un modello descrittivo del sistema con metodi analitici,
che sfruttano i principi fondamentali della fisica. Ciò naturalmente risulta poco ef-
ficiente nell’istante in cui i campioni da dover analizzare siano molti. Un esempio
molto pratico, in cui il tempo gioca un ruolo molto importante, è dato dall’ analisi
delle cellule, per determinare se siano sane o tumorali (benigne o maligne). Allo
scopo di voler rendere automatico il processo di regressione del modello dinamico,
nel presente lavoro si sono implementate delle tecniche di machine learning di tipo
data driven per l’identificazione sparsa di modelli dinamici ibridi non lineari. Nello
specifico si è applicato HySINDy, un algoritmo di regressione di tipo unsupervised
learning sviluppato da Brunton et al. [1]. Per la complessità del modello AFM da
regredire, tale algoritmo presenta delle prestazioni non accettabili in termini di accu-
ratezza, precisione e tempo di computazione. A questo scopo si è sviluppato un nuovo
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algoritmo che come primo step miri all’identificazione delle superfici di discontinui-
tà, per poi regredire i modelli dei diversi campi vettoriali identificati dalle suddette
discontinuità. Questo nuovo framework permette l’identificazione del modello ibrido
tramite un approccio di tipo supervised learning, integrando la conoscenza del nu-
mero di regioni dinamiche che contraddistiguono il sistema ed eventualmente altre
informazioni, per poter rendere i tempi di calcolo accettabili, anche per applicazioni
in real time.
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Capitolo 1.

AFM (Atomic Force Microscope)

1.1. Introduzione - AFM

In questo capitolo vengono esposti i fondamenti e le applicazioni dei metodi di-
namici di microscopia a forza atomica (AFM) . Di seguito si espone il perché i
cambiamenti osservati nella dinamica oscillatoria della punta di un micro-cantilever
che interagisce con una superficie campione, rendono possibile ottenere immagini
a risoluzione molecolare di membrane di proteine (in soluzioni acquose) o risolve-
re difetti superficiali su scala atomica in ultra high vacuum (UHV). Esistono due
principali modalità dinamiche di microscopia a forza atomica, l’ AM-AFM (micro-
scopia a forza atomica a modulazione di ampiezza) e la FM-AFM (microscopia a
forza atomica a modulazione di frequenza). Le differenze fra questi due metodi sono
introdotte dai diversi parametri di feedback, ampiezza di oscillazione in AM-AFM
e shift in frequenza e ampiezza della forzante esterna di eccitazione in FM-AFM, i
quali sono utilizzati per tracciare la topografia e la composizione di una superficie
campione. L’analisi teorica dell’ AM-AFM (nota anche come tapping-mode) enfatiz-
za la coesistenza, in molte situazioni di interesse, di due stati di oscillazione stabili,
caratterizzati da una soluzione di piccola e grande ampiezza. La coesistenza di tali
stati di oscillazione è una conseguenza della presenza di componenti attrattive e re-
pulsive nella forza di interazione con la superficie del campione e la loro dipendenza
non lineare dalla distanza di separazione punta-superficie. Le proprietà sperimentali
chiave come la risoluzione laterale, il contrasto dell’immagine e la deformazione del
campione dipendono fortemente dallo stato di oscillazione scelto per far funzionare
lo strumento. AM-AFM permette di ottenere contrasti topografici e composizionali
simultanei in campioni eterogenei, registrando la differenza di angolo di fase tra la
forzante di eccitazione esterna e il moto della punta (phase imaging). Daltra parte
in FM-AFM si riesce a raggiungere la risoluzione atomica in UHV. Tale risoluzione
in questo caso viene raggiunta fruttando la relazione esistente tra shift in frequenza
e le interazioni punta-superficie.
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

1.2. AFM dinamico

Negli ultimi decenni il microscopio a forza atomica (AFM) inventato da Binnig et
al. [9] ha subito un evoluzione significativa da quando si è iniziato ad utilizzare una
sonda vibrante per l’analisi topografica di una superficie campione [10,11]. Da allo-
ra, i metodi AFM dinamici stanno emergendo come tecniche estremamente potenti
e versatili per la caratterizzazione e la manipolazione su scala atomica e nanometri-
ca di un’ampia varietà di superfici. Immagini ad alta risoluzione di DNA, proteine
e polimeri sono state ottenute in aria e nei liquidi [12–16]. Grazie tale sviluppo è
stato possibile ottenere anche immagini a risoluzione atomica di diverse superfici di
semiconduttori e isolanti [17, 18]. Inoltre, i metodi dinamici di impiego del AFM
vengono applicati per sviluppare tecniche per la modifica e la modellazione su scala
nanometrica delle superfici [19]. L’interesse nei metodi AFM dinamici derivano da
quattro fattori: (i) risoluzione spaziale su scala nanometrica di semiconduttori, bio-
molecole polimeriche e immagini a risoluzione atomica di superfici isolanti in ultra
high vacuum (UHV); (ii) l’esistenza di diversi parametri sensibili alle interazioni
punta-campione (ampiezza, frequenza, shift nella fase e deflessione del cantilever);
(iii) il gran numero di caratteristiche del sistema (dunque, sia relative alla sonda
che al campione) legate al moto della punta vibrante che interagisce con una su-
perficie e (iv) il potenziale per sviluppare metodi quantitativi per caratterizzare le
proprietà dei materiali su scala nanometrica. L’ampiezza, la frequenza di risonanza
e lo shift in fase dell’oscillazione collegano la dinamica oscillante del micro-cantilever
alle interazioni punta-superficie. Ognuno di essi può essere utilizzato come parame-
tro di feedback per tracciare la topografia di una superficie. Attualmente, le due
principali modalità AFM dinamiche, AM-AFM [10, 20] e FM-AFM [11] sono in fa-
se di sviluppo per la misura topografica di superfici campione. In AM-AFM, un
micro-cantelever, che monta all’estremita libera una punta di spessore nanometrico,
viene eccitato alla (o vicino alla) sua frequenza libera di risonanza, in modo tale da
massimizzare il rapporto segnale rumore (in realtà si impone una frequenza di poco
al di sotto della frequenza di risonanza cosicché all’approccio lo shift in frequenza
si tale da avvicinarmi alla frequenza di risonanza; In generale la scelta ricade an-
che sulla stabilità). L’ampiezza dell’oscillazione viene utilizzata come parametro di
feedback per misurare la topografia della superficie del campione. Inoltre, le varia-
zioni delle proprietà del materiale potrebbero essere mappate registrando lo shift
in fase tra la forzante di eccitazione e l’oscillazione della punta. Nella modulazione
di frequenza, invece, il cantilever viene mantenuto oscillante con un’ampiezza fissa
alla sua frequenza di risonanza. Questa frequenza di risonanza dipende dalle forze
di interazione che agiscono tra la punta e la superficie del campione. La dipenden-
za spaziale dello shift in frequenza, cioè la differenza tra la frequenza di risonanza
effettiva e quella libera del micro-cantilever, è la fonte del contrasto. Con questa
tecnica l’immagine viene formata tracciando la topografia superficiale con uno shift
in frequenza costante. La maggior parte degli esperimenti in UHV vengono eseguiti
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in FM-AFM mentre la maggior parte degli esperimenti in aria o nei liquidi ven-
gono eseguiti in AM-AFM. L’FM-AFM è stato anche chiamato non-contact AFM
(NC-AFM) perché le immagini a risoluzione atomica in UHV in passato venivano
ottenute senza contatto meccanico con la superficie del campione. Tuttavia, svi-
luppi successivi hanno dimostrato che l’FM-AFM può essere utilizzato per valutare
l’interazione punta-superficie nel regime repulsivo. D’altra parte, è stato dimostrato
che l’AM-AFM può essere utilizzato anch’esso in non contact mode. Pertanto, il
funzionamento in contact, non-contact o tapping mode non è esclusivo di un dato
metodo dinamico di AFM. Per il suddetto motivo si ritiene più chiarificativo riferirsi
alle diverse applicazioni a seconda della modalità dinamica di AFM utilizzata. In
una certa misura la dinamica del micro-cantilever (quando la sua punta si trova in
prossimità di una superficie campione) e le forze di interazione fra la punta e la
superficie campione sono indipendenti dal metodo dinamico utilizzato. Tuttavia, la
necessità di lavorare con diverse quantità sperimentali, ampiezza e shift in fase nella
modulazione di ampiezza e frequenza di risonanza e ampiezza nella modulazione
in frequenza, implica impostazioni sperimentali piuttosto diverse. Di conseguenza,
l’analisi del moto del micro-cantilever si è evoluta indipendentemente.

Figura 1.1.: Framework schematico di un AFM fatto lavorare in tapping mode.
In basso a sinistra viene riportata l’immagine del POX virus. Nello
specifico quest’ultima immagine è stata scannerizzata con una sonda
BudgetSensors Tap300AI-G AFM e un sistema AFM Asylum MFP 3D
(immagine generata da Scott MacLaren, Università dell’Illinois, USA).

Di seguito si espongono quelli che sono i punti in comune e le differenze fra i me-
todi AM e FM-AFM. Attualmente, AM-AFM viene utilizzato in ambienti con aria
o liquidi, mentre FM-AFM viene utilizzato principalmente in ambienti UHV. La
modulazione di ampiezza rappresenta una tecnica non adatta per UHV a causa del-
l’elevato fattore di qualità del micro-lever (Q = 104), il quale implicherebbe risposte
di feedback estremamente lente. D’altra parte, FM-AFM richiede due circuiti di
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

feedback che rendono la sua elettronica complessa e lenta per il funzionamento in
aria o nei liquidi. Le prove sperimentali di modulazione dell’ampiezza di solito coin-
volgono ampiezze nell’intervallo 1 − 100 [nm]. L’analisi di oscillazioni di ampiezze
elevate è complicata da diversi fattori. Il gradiente di forza varia considerevolmente
durante un’oscillazione. Questo introduce caratteristiche non lineari nella dinamica
del movimento del micro-cantilever. Inoltre, nell’interazione punta-superficie posso-
no essere coinvolti anche processi dissipativi come l’isteresi di adesione superficiale,
la viscoelasticità o la dissipazione elettronica. E’ dunque da evidenziare in AM-AFM
la presenza di una ricca fenomenologia.

La presenza di componenti attrattive e repulsive nella forza di interazione punta-
superficie e il loro carattere non lineare determina, in molte situazioni di interesse,
la coesistenza di due stati stabili (oscillazioni stabili), i quali a causa della loro
dipendenza dalla distanza di separazione punta-superficie del campione presentano
ampiezza di oscillazione diverse (grande e piccola ampiezza di oscillazione). Un
aspetto molto importante è che tutte le proprietà rilevanti del AM-AFM, inclusa la
risoluzione, la deformazione del campione e il contrasto dell’immagine, dipendono
dallo stato di oscillazione scelto per far funzionare il microscopio. Le oscillazioni
a grande ampiezza implicano il contatto meccanico punta-campione mentre, nella
maggior parte dei casi, le soluzioni a bassa ampiezza non implicano il contatto
meccanico. D’altra parte, il contrasto topografico e composizionale simultaneo in
campioni eterogenei è ottenibile registrando lo shift in fase tra l’eccitazione esterna
e il moto della punta del micro-cantilever (phase imaging). Poiché gli sfasamenti
sono strettamente correlati ai fenomeni anelastici presenti fra punta e campione, l’
AM-AFM può essere applicato per mappare i processi di dissipazione di energia su
scala nanometrica.

La modellazione su larga scala di superfici di silicio, la manipolazione di nano-
particelle metalliche o la fabbricazione di dispositivi a singolo elettrone da parte di
AM-AFM ne illustrano il potenziale per la fabbricazione di dispositivi su scala na-
nometrica. In FM-AFM le interazioni punta-superficie a corto raggio sono rilevanti
per la risoluzione atomica. Per tale motivo è importante considerare approfondi-
tamente la preparazione e la caratterizzazione della punta del micro-cantilever. Si
può definire uno shift di frequenza normalizzato che isoli il contributo intrinseco
dell’interazione punta-superficie dalla dipendenza dai parametri di funzionamento.
La teoria delle perturbazioni ( oltre a descrivere accuratamente lo shift in frequenza)
consente inoltre di separare il contributo delle forze a lungo raggio (elettriche e/o di
van der Waals) nello shift in frequenza e fornisce un confronto quantitativo detta-
gliato tra teoria ed esperimento per i contributi chimici a corto raggio che conferma
il loro ruolo nel raggiungimento della risoluzione atomica.

Nel presente lavoro ci si focalizza sulla descrizione della modalità dinamica di
utilizzo AM-AFM trascurando la modalità FM-AFM. La scelta fatta è legata alla
motivazione che si voleva sfruttare uno dei due modi di utilizzo per poter descrivere
le leggi alla base del funzionamento di un AFM e a tale scopo è stata scelta per pura
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preferenza personale la modalità AM-AFM.

1.2.1. AM-AFM

L’ AM-AFM è una modalità di microscopia a forza atomica dinamica in cui l’in-
sieme punta-microcantilever è eccitato a una frequenza fissa, solitamente vicina o
uguale alla frequenza libera di risonanza. L’ampiezza dell’oscillazione viene utiliz-
zata come parametro di feedback per estrapolare l’immagine della topografia del
campione. Con la trattazione che segue si cerca di rispondere a due quesiti fonda-
mentali per comprendere come funzioni questa modalità: (i) Perché l’ampiezza di
oscillazione di una punta vibrante dipende dalle forze di interazione punta-superficie?
e (ii) l’ampiezza dovrebbe aumentare o diminuire se il modulo della forza di intera-
zione aumentata?

Martin et al. [10] ha aperto la strada all’uso del microscopio a forza atomica in
modalità oscillante. Da loro è stato proposto un modello analitico che ammette di
lavorare con ampiezze di vibrazione molto piccole (inferiori a 1[nm]), per collegare le
variazioni dell’ampiezza dell’oscillazione con le variazioni della derivata della forza
lungo la normale alla superficie del campione. Negli esperimenti di Wickramasin-
ghe e collaboratori, i cambiamenti nell’ampiezza erano dominati da forze attrattive
a lungo raggio della tipologia delle forze di Van der Waals. Wickramasinghe et
al. [21] hanno anche suggerito l’uso dell’ampiezza come segnale di feedback per le
applicazioni di imaging. Alcuni anni dopo Zhong et al. [20] ha reintrodotto l’uso
dell’ampiezza come retroazione del segnale, proponendo due modifiche. 1) Il micro-
cantilever veniva eccitato con grandi ampiezze di oscillazione, fino a 100[nm]. 2), Ve-
nivano utilizzati micro-cantilever relativamente rigidi, con costanti elastiche di circa
40[N/m]. Si pensava che quei valori fossero necessari per evitare l’intrappolamento
della punta da parte delle forze superficiali e si credeva anche che le forze repulsive a
corto raggio (forze di contatto) fossero responsabili della riduzione dell’ampiezza. Il
loro metodo è stato chiamato tapping-mode AFM. Da allora entrambi gli approcci
si sono evoluti separatamente. Tuttavia, entrambe le configurazioni (non-contact e
contatto intermittente) sono le soluzioni fondamentali dell’equazione del moto della
punta di un micro-cantilever vibrante in prossimità di una superficie campione.
Sono state sviluppate due principali modalità di eccitazione, acustica e magneti-
ca per eccitare l’assieme micro-cantilever e punta. Nella modalità di eccitazione
acustica, un attuatore piezoelettrico è fissato al di sotto del substrato contenente
l’insieme a sbalzo [12,20] (Fig. 1.2(a)). L’applicazione di una tensione oscillante al-
l’attuatore produce la sua vibrazione e questa a sua volta produce l’oscillazione del
micro-cantilever. Questa modalità di eccitazione è ampiamente utilizzata nell’aria e
nei liquidi, sebbene nei liquidi ecciti anche il fluido. Altri autori [22] hanno eccitato
direttamente la punta applicando un campo magnetico oscillante ad un cantilever
magnetizzato (Fig. 1.2(b)).
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

M
F0 cos ωt

B0 cos ωt

(a) (b)

Figura 1.2.: Rappresentazione schematica del metodo di eccitazione di tipo acustico
(a) e magnetico (b) in AM-AFM.

Una comprensione approfondita del funzionamento dinamico dell’AFM richiede di ri-
solvere l’equazione del moto dell’insieme punta-microcantilever sotto l’influenza delle
forze di interazioine punta-superficie. Un approccio rigoroso e completo è estrema-
mente complicato da operare, in quanto implica la soluzione dell’equazione del moto
di un oggetto tridimensionale, un cantilever vibrante. Alcune considerazioni sulla
simmetria consentono di approssimare il micro-cantilever come un oggetto monodi-
mensionale. Dunque è possibile descrivere l’equazione del monto del micro-cantilever
come segue

EI
∂4w(x, t)

∂x4 + µ
∂2w(x, t)

∂t2 = F (x, t) (1.1)

dove w(x, t) è lo spostamento trasversale del micro-cantilever a sbalzo. E, I e µ

sono rispettivamente il modulo di Young, il momento d’inerzia e la massa per unità
di lunghezza del micro-cantilever. F (x, t) è il termine che codifica tutte le forze per
unità di lunghezza che agiscono sulla struttura. L’equazione di cui sopra assume
implicitamente che la punta è un oggetto senza massa. Le difficoltà per affrontare
l’equazione di cui sopra possono essere comprese seguendo i lavori di Butt e Jaschke
[23], Sader [24] e Stark e Heckl [25]. Per estrarre le informazioni sul movimento
della punta, diversi autori hanno considerato l’insieme microcantilever-punta come
una molla di massa puntiforme, quindi il movimento della punta potrebbe essere
approssimativamente descritto da un’equazione differenziale non lineare del secondo
ordine, scritta rispetto alla variabile z la quale rappresenta la distanza della punta
dal campione. [26–34]:

mz̈ + mω0
Q

ż + kz = Fts + F0 cos(ωt). (1.2)

Qui F0 e ω sono rispettivamente l’ampiezza e la frequenza angolare della forza mo-
trice; Q, ω0 e k sono rispettivamente il fattore di qualità, la frequenza di risonanza
angolare e la costante di forza elastica del cantilever libero. Fts contiene le forze di
interazione punta-superficie. In assenza di forze punta-superficie, Eq. (1.2) descrive
il moto di un oscillatore armonico forzato smorzato.
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1.2.2. Forze di interazione

Le forze rilevanti per l’AFM sono di origine elettromagnetica. Tuttavia, diversi
effetti intermolecolari, di superficie e macroscopici danno luogo a interazioni con
particolari dipendenze dalla distanza di separazione punta-superficie. In assenza
di campi esterni, le forze dominanti sono le interazioni di Van der Waals, le in-
terazioni repulsive a corto raggio, le forze di adesione e capillari. L’introduzione
di queste forze nell’ Eq. (1.2) rende difficile trovare la soluzione del moto della
punta. Al fine di risolvere l’equazione del moto, sono state applicate diverse ap-
prossimazioni per simulare le forze di interazione punta-superficie. Per semplificare
ulteriormente i calcoli, Winkler et al. [30] hanno ignorato le forze di interazione a
lungo raggio e hanno considerato le forze di contatto a corto raggio descritte da un
potenziale armonico. Dall’altro lato, Anczykowski et al. [28] ha utilizzato il sofistica-
to modello Muller-Yushenko-Derjaguin (MYD) per calcolare le forze di interazione
punta-superficie. Di seguito si presenta un approccio intermedio che rappresenti un
compromesso tra una descrizione realistica dell’interazione punta-superficie e tempi
di calcolo ragionevoli [35].

1.2.3. Interazioni attrattive a lungo raggio

Le interazioni a lungo raggio di Van der Waals derivano da fluttuazioni del campo
elettromagnetico che potrebbero derivare da fluttuazioni termiche e/o quantistiche
di punto zero. Le fluttuazioni di campo sono universali, il che rende le forze di Van
der Waals sempre presenti, indipendentemente dalla composizione chimica delle su-
perfici o del mezzo. Nella presente trattazione ci si occupa di semplici approssima-
zioni per una geometria (sfera-piano) che approssima l’interfaccia punta-superficie.
Supponendo l’additività, per una geometria sfera-piano la forza di Van der Waals è
decritta da

Fts(zc, z) = −HR

6d2 , (1.3)

con H è la costante di Hamaker, R il raggio della punta, zc la distanza di separazione
punta-superficie a riposo (quando il micro-cantilever non è inflesso), z la posizione
istantanea della punta e d la distanza di separazione istantanea punta-superficie,
d = zc + z (vedi Fig. 1.3). Per distanze d < a0 (a0 è una distanza intermolecolare),
la forza di Van der Waals risultante è identificata con la forza di adesione derivata
da uno dei modelli da presentato nella sottosezione successiva.

1.2.4. Forze di contatto e repulsive a corto raggio

Le forze repulsive tra atomi o molecole derivano da Pauli e dalla repulsione ionica.
Tuttavia, se l’area di contatto tra due oggetti coinvolge decine o centinaia di atomi, la
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Microtrave oscillante

d

z
zc

Figura 1.3.: Schema delle distanze rilevanti nel utilizzo di un AFM con metodi di-
namici. In figura sono rappresentate: la distanza di separazione punta-
superficie d, La posizione istantanea della punta z del sensore e la di-
stanza media di separazione punta-superficie zc. La posizione istantanea
z viene definita rispetto la condizione di riposo del punta

descrizione della forza repulsiva effettiva può essere ottenuta senza considerare Pauli
e la repulsione ionica. Le superfici di due corpi si deformano quando vengono portate
a contatto meccanico. La deformazione dipende dal carico applicato e dalle proprietà
del materiale. Nella meccanica del continuo la teoria elastica fornisce la descrizione
del contatto e l’adesione tra corpi finiti sotto un carico esterno. Il primo modello fu
fornito da Hertz nel 1881. Esso descriveva il problema delle sfere elastiche senza forze
di adesione. Da allora sono state sviluppate una varietà di approssimazioni e modelli.
I modelli Johnson–Kendall–Roberts (JKR) [36] e Derjaguin–Muller–Toporov (DMT)
[37] forniscono relazioni analitiche tra deformazione e forza applicata. Questi ultimi
sono diventati i modelli di contatto standard per gli studi del AFM. Descrizioni
più sofisticate e autoconsistenti della deformazione, dello stress e dell’interazione tra
le superfici sono state sviluppate da Maugis [38] e Muller et al. [39]. Il problema
di due oggetti elastici in contatto (in questo caso punta e superficie campione),
consiste nello stabilire e risolvere la relazione costitutiva tra i tensori di tensione (σ)
e deformazione (ϵ). Che per i materiali isotropi si traduce in

σij = ηϵllδij + Gϵij , (1.4)

dove η è il coefficiente di Lamè e G il modulo di taglio (G = E

2(1 + ν) , ν coefficiente di

Poisson). All’equilibrio la forma delle soluzioni dell’equazione sopra menzionata può
essere parametrizzata tramite il parametro elastico, λ (λ = σ0(9R/2πWE∗)(1/3),
dove W è il lavoro per unità di area richiesto per separare le superfici e σ0 è la ten-
sione alla distanza di equilibrio. Il parametro λ confronta la grandezza relativa della
deformazione elastica alle forze di pull-off e al range effettivo delle forze di superficie.
Si può dimostrare che le soluzioni generali si riducono a Hertz per λ = 0, DMT per
λ < 0.1 e JKR per λ grandi (λ > 5). La Fig. 1.4 mostra la mappa di adesione di
Greenwood e Johnson [2]. Una descrizione dei modelli meccanici di contatto e la loro
applicazione alle interfacce AFM è viene dettagliatamente esposta da Unertl [40] e
Capella e Dietler [41]. Segue una breve descrizione di alcune delle espressioni co-
munemente usate per calcolare le forze di contatto e di adesione all’interfaccia dell’
AFM.
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Figura 1.4.: Carico normalizzato versus parametro di elasticità (adhesion map
reperita dal lavoro di Johnson e Greenwood [2]).

1.2.5. DMT. Forze di adesione e di contatto

Il modello DMT [37] è adatto per descrivere contatti rigidi con ridotte forze di
adesione e piccoli raggi della punta. La forza di contatto è calcolata da

FDMT (zc, z) = 4E∗√
R

3(1 − 1ν2
s )(a0 − z − zc)3/2, zc + z ≤ a0 (1.5)

1
E∗ = 1 − ν2

t

Et
+ 1 − ν2

s

Es
(1.6)

e la forza di adesione è data da

Fa = aπRγ, (1.7)

dove ν è il coefficiente di Poisson e γ l’energia superficiale. Gli indici t e s stanno
rispettivamente per tip (punta del campione) e sample (campione oggetto dell’ana-
lisi).

1.2.6. JKR. Forze di adesione e contatto

Il modello JKR dovrebbe essere la scelta per contatti caratterizzati da rigidità
relativamente bassa, elevate forze di adesione e grandi raggi della punta del micro-
cantilever [42]. La forza di adesione è calcolata da

Fa = 3πRγ = 9
8

HR

6a2
0

(1.8)
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Questo modello permette di esprimere la penetrazione in funzione della forza
applicata

δ̄ = 3(F̄ JKR + 2 + 2
√︂

1 + F̄ JKR)2/3 − 4(F̄ JKR + 2 + 2
√︂

1 + F̄ JKR)1/6 (1.9)

dove δ̄ = δ/δa e F̄ JKR = FJKR/Fa sono rispettivamente la penetrazione (inden-
tazione) e la forza normalizzate. Il parametro δa è la separazione di pull-off data
da

δa =
(︄

π2Rγ2

3E∗2

)︄1/3

. (1.10)

1.2.7. Forze capillari e elettrostatiche

In condizioni ambientali sulle superfici idrofile viene assorbito un sottile film d’ac-
qua. Quando la punta si trova in prossimità della superficie, si può formare un
menisco o un ponte di liquido tra la punta e il campione. La presenza di questo me-
nisco comporta la presenza di forze attrattive (capillari) che mostra una dipendenza
con la distanza [43]. L’intrappolamento della carica elettrostatica nelle superfici die-
lettriche potrebbe dare origine a forze di interazione a lungo raggio. Tra l’altro, in
molte situazioni sperimentali viene applicato un campo elettrico esterno tra punta
e campione [21]. Oltretutto un altro aspetto interessante è dato dal fatto che la
presenza del menisco d’acqua rappresenta un ulteriore superficie di discontinuità
(oltre a quella data dal campione). Ciò fa si che il sistema dinamico che si viene
a costituire presenti tre diversi regimi di moto (campi vettoriali) separati fra loro
dalle due superfici di discontinuità sopra esposte. Come se non bastasse a compli-
care ulteriormente il modello vi è il comportamento non simmetrico del menisco che
dipendentemente dal fatto, se la punta si stia avvicinando o allontandando dal cam-
pione esibisce il fenomeno di discontinuità a distanze diverse dal campione. Le forze
capillari e/o elettrostatiche possono svolgere un ruolo dominante in un dato esperi-
mento. Tuttavia, queste forze non sono necessarie per descrivere le caratteristiche
generali del AM-AFM. Nelle sezioni seguenti consideriamo solo la presenza di van
der Waals e delle forze di contatto come descritto sopra. Inutile dire che confrontare
esperimento e teoria richiede l’identificazione e la considerazione di tutte le forze che
agiscono sulla punta.

1.2.8. Dinamica oscillatoria della punta in prossimità di una superficie

Nella presente sottosezione si discute dei concetti fondamentali necessari per com-
prendere il movimento della punta del AM-AFM. La descrizione della dinamica della
punta viene eseguita per un potenziale di interazione punta-superficie che conside-
ra forze di van der Waals a lungo raggio e forze repulsive di contatto. Anche con
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ipotesi semplificate, le suddette forze dipendono secondo leggi di potenza dalla di-
stanza di separazione punta-superficie. La non linearità delle interazioni ha profon-
de implicazioni nel movimento della punta. Inoltre, rende difficile trovare soluzioni
analitiche.

Approssimazioni armoniche

In assenza di forze di interazione punta-superficie Fts(z) = 0, l’Eq. (1.2) diventa
l’equazione di un oscillatore armonico forzato con smorzamento. Lo studio del moto
di un oscillatore armonico può essere considerato un prerequisito per la comprensione
del complesso moto della punta nel AM-AFM. Cominciamo con alcune considera-
zioni qualitative sui limiti asintotici dell’ampiezza dell’oscillazione in funzione della
frequenza di eccitazione. A basse frequenze di pilotaggio rispetto alla frequenza di
risonanza libera la risposta è controllata dalla rigidità della molla. L’oscillatore si
muove al passo con la forza motrice con un’ampiezza prossima a F0/k. A frequenze
molto grandi rispetto alla frequenza di risonanza libera, il termine kz è piccolo ri-
spetto a (d2z/dt2) quindi la risposta è controllata dall’inerzia. Quindi ci si dovrebbe
aspettare un’ampiezza di oscillazione relativamente piccola con uno sfasamento di
π[rad]. L’accelerazione di un oscillatore armonico è sfasata di π[rad] rispetto allo
spostamento. Di seguito la soluzione di un oscillatore armonico con smorzamento

z = B exp(−αt) cos(ωrt + β) + A cos(ωt − ϕ) (1.11)

La soluzione ha un termine transitorio e una soluzione stazionaria. Inizialmente
entrambi i moti sono prominenti, tuttavia, dopo un tempo 2Q/ω0, il termine tran-
sitorio viene ridotto di un fattore di scala pari a 1/e, da quel momento in poi il
moto è dominato dalla soluzione stazionaria. Il termine stazionario è una funzione
cosinusoidale (armonica) con un ritardo di fase ϕ rispetto alla forzante (di frequenza
ω). I termini A, B, ωr, α e β presenti nell’eq. (1.11) rappresentano rispettiva-
mente l’ampiezza della risposta stazionaria, l’ampiezza della risposta transitoria, la
pulsazione naturale del sistema smorzato, il coefficiente descrittivo dell’azione dello
smorzamento sull’ampiezza di oscillazione del sistema e lo sfasamento della soluzione
transitoria rispetto alla forzante. La dipendenza dell’ampiezza con la frequenza di
eccitazione può essere calcolata dall’espressione Lorenziana

A(ω) = F0/m

[(ω2
0 − ω2)2 + (ωω0/Q)2]1/2 (1.12)

con shift di fase
tanϕ = ωω0/Q

ω2
0 − ω2 , (1.13)

dove Q = 1
2ξ

, in cui ξ è il coefficiente adimensionale noto come fattore di smor-
zamento. Le suddette espressioni sono semplificate eccitando l’oscillatore alla sua
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

frequenza di risonanza ω = ω0 in assenza di smorzamento

A0 = QF0
k

. (1.14)

Lo smorzamento modifica la frequenza di risonanza del cantilever. Le frequenze
di risonanza e naturali (risonanza libera) sono correlate da

ωr = ω0

(︃
1 − 1 1

2Q2

)︃1/2
. (1.15)

L’ Eq. (1.12) mostra che l’ampiezza dell’oscillazione dipende dalla forza motrice F0,
dallo smorzamento idrodinamico e dalla posizione della frequenza di eccitazione ri-
spetto alla frequenza naturale. Supponiamo che la punta, cioè l’oscillatore armonico,
sia sotto l’influenza di un potenziale parabolico di interazione punta-superficie, allo-
ra la forza totale F che agisce sulla punta include la risposta elastica kz e la forza di
interazione Fts. Per piccoli spostamenti rispetto alla posizione di equilibrio, la forza
totale può essere espressa come

F = F0 +
(︃

dF

dz

)︃
z0

(z − z0) (1.16)

con

ke = −dF

dz
=
(︃

k − dFts

dz

)︃
z0

(1.17)

L’Eq. (1.16) descrive il moto di un oscillatore armonico con una costante elastica
effettiva data da Eq. (1.17). La "nuova" costante elastica (la costante elastica effettiva
ke) modifica frequenza di risonanza del sistema definendo una nuova frequenza di
risonanza effettiva è calcolata da

ωe =

⎛⎜⎜⎝k − dFts

dz
m

⎞⎟⎟⎠
1/2

. (1.18)

L’Eq. (1.18) mostra che la frequenza di risonanza di un oscillatore armonico de-
bolmente perturbato dipende dal gradiente dell’interazione. Un cambiamento nella
frequenza di risonanza effettiva implica un intero spostamento della curva di riso-
nanza secondo l’Eq. (1.12) dove ω0 è sostituito da ωe. La dipendenza dell’ampiezza
dalle frequenze di eccitazione e di risonanza effettiva introduce un possibile mecca-
nismo per spiegare la dipendenza dell’ampiezza di oscillazione con il modulo della
forza di interazione, o in altre parole, con la distanza di separazione punta-superficie.
Supponiamo che la punta sia eccitata alla frequenza naturale. L’avvicinamento della
punta verso la superficie modificherà la frequenza di risonanza che a sua volta im-
plica una modifica dell’ampiezza dell’oscillazione (Eq. (1.12)). L’ampiezza effettiva
dell’oscillazione sarà data dal valore della nuova curva di risonanza alla frequenza
di eccitazione dell’oscillatore. Di conseguenza, la nuova ampiezza di oscillazione
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1.2. AFM dinamico

sarebbe inferiore all’ampiezza libera (Fig.1.5). Tuttavia, se la frequenza di eccita-
zione fosse inferiore dalla frequenza di risonanza l’ampiezza di oscillazione potrebbe
aumentare o diminuire in base alla posizione della nuova frequenza di risonanza ri-
spetto alla frequenza naturale.

Figura 1.5.: Curva di risposta in frequenza di un oscillatore armonico monodimen-
sionale (curva continua) sotto l’influenza di forze attrattive e repulsive
(linee tratteggiate). Il gradiente di una forzante esterna, produce uno
shift della curva di risposta in frequenza (modello di un oscillatore ar-
monico debolmente perturbato), senza introdurre modifiche nella forma
e nella dimensione (curva di risposta presa dal lavoro di [3]).

La disponibilità di espressioni analitiche ha stimolato l’uso di modelli basati su
oscillatori armonici debolmente perturbati per descrivere AM-AFM [44]. I modelli
armonici sono utili per fornire alcuni dei concetti che appaiono negli esperimenti
dinamici svolti con l’AFM, tuttavia, nella maggior parte dei casi, non riescono a
fornire un accordo quantitativo o addirittura semiquantitativo con gli esperimenti.
Conducono anche a malintesi sull’approccio AM-AFM. La Fig.1.6 mostra l’ampiez-
za dell’oscillazione in funzione della frequenza di eccitazione per il micro-cantilever
di silicio in prossimità di una superficie di mica per diverse distante di separazioni
punta-superficie (12, 6 e 5[nm]). Per distanze relativamente grandi (zc = 12[nm]) la
curva di risonanza coincide con la curva di risonanza del cantilever libero. Le curve
di risonanza negli esperimenti AM-AFM (zc = 5 e 6[nm]) mostrano un notevole sco-
stamento da una curva Lorentziana. Le forze attrattive a lungo raggio introducono
una considerevole curvatura e distorsione della curva di risonanza. Inoltre, le curve
di risonanza sperimentali in AM-AFM non mostrano lo spostamento di frequenza
previsto dall’approssimazione armonica. I limiti dei modelli armonici per descrivere
la dinamica dell’AFM possono essere ricondotti alle assunzioni implicite utilizzate
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

per derivare le Eq. (1.16)– (1.18). In primo luogo si è ipotizzato che le forze di
interazione punta-superficie inducano uno shift in frequenza e non un trasferimento
di energia. In secondo luogo, il gradiente di forza è stato assunto indipendentemen-
te dalla distanza di separazione. Terzo, il gradiente di forza era più piccolo della
costante di forza del micro-cantilever Ḟ ts ≪ k. Tuttavia, la maggior parte degli
esperimenti implica ampiezze di oscillazione superiori a 5 [nm] che violano almeno
una delle suddette ipotesi.

Coesistenza di due stati di oscillazione stabili

La partecipazione di interazioni punta-superficie attrattive e repulsive e il loro ca-
rattere non lineare dà origine a una delle proprietà più interessanti dell’ AM-AFM,
la coesistenza di due stati di oscillazione stabili [34, 35,45].

Figura 1.6.: Curva sperimentale di risposta in frequenza per tre diverse distanze di
separazione punta-superficie campione (zc = 5, 6 e 10 [nm]). A di-
stanze di separazione relativamente grandi rispetto all’ampiezza delle
oscillazioni libere (zc 12 [nm]), la curva di risposta coincide con quella
di risposta libera del sistema. A distanze di separazione inferiori, la
forza di interazione punta-superficie modifica drasticamente la curva di
risposta in frequenza. La curva appare troncata in prossimità del picco
di risonanza. Si sottolinea che i dati sperimentali qui rappresentati so-
no stati ottenuti evitando il contatto meccanico punta-campione, e.i., le
forze di interazione sono esclusivamente di tipo attrattivo. L’esperimen-
to è stato svolto nel fluido aria con un micro-cantilever in silicone ed un
campione in mica. I marker quadrati sono relativi ad una distanza di
separazione di zc 12 [nm], i cerchi a zc 6[nm] e i triangoli a zc 5[nm].
(curva di risposta sperimentale presa dal lavoro di [3]).

Inoltre, per alcune condizioni estreme, come quando vengono utilizzate piccole di-
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1.2. AFM dinamico

stanze di separazioni (ridotta approach distance) punta-superficie e si possono tro-
vare ampiezze di oscillazione libera grandi più di due volte le soluzioni allo stato
stazionario [46] o persino soluzioni caotiche [47]. Tuttavia, queste situazioni estreme
sono lontane dai parametri operativi standard e inadatte all’imaging. Misurando
l’ampiezza dell’oscillazione in funzione della frequenza di eccitazione si è osserva-
to che per alcune frequenze si potevano ottenere due diversi valori dell’ampiezza.
Inoltre, i contributi di molti ricercatori come Garcia e San Paulo [34, 35, 45] han-
no enfatizzato il carattere intrinseco non lineare del movimento della punta nel
AM-AFM. L’ampiezza dell’oscillazione A è il parametro sperimentale chiave misu-
rato in AM-AFM. La sua rappresentazione in funzione della distanza di separazio-
ne media punta-superficie, detta curva di ampiezza, chiarisce il funzionamento del
AM-AFM. La soluzione numerica dell’Eq. (1.2) mostra che in alcune situazioni il
sistema ha due soluzioni diverse, una soluzione a bassa (L) e alta ampiezza (H),
ZH(L) = Z0 + AH(L) cos (ωt − ϕH(L)). Entrambi hanno lo stesso periodo dell’eccita-
zione esterna. Se la distanza di separazione punta-superficie a riposo e i parametri
esterni ω, F0, rimangono invariati, sono le condizioni iniziali (z, dz/dt, ωt) che deter-
mineranno quale soluzione o stato viene raggiunto. La dipendenza delle soluzioni a
bassa e alta oscillazione dalla distanza di separazione punta-superficie a riposo sono
riportati in Fig.1.7(a). L’insieme delle soluzioni L e H dà origine rispettivamente
ai rami L e H. In entrambi i rami l’ampiezza diminuisce quasi linearmente con
la diminuzione della distanza di separazione. La coesistenza di due rami descrive
un’ambiguità nel funzionamento di un AM-AFM. Entrambi i rami potrebbero for-
nire un valore dell’ampiezza che corrisponda all’ampiezza del feedback Asp.

La coesistenza di due stati di oscillazione dipende dalle proprietà del campione come
il modulo elastico del campione o la forza di adesione, interazioni non conservative e
da parametri operativi come l’ampiezza dell’oscillazione libera o la costante di forza
del micro-cantilever [48]. In generale, la conformità del campione o l’uso di grandi
forze motrici riduce il verificarsi di due stati stabili. Ad esempio, se l’ampiezza dell’o-
scillazione libera viene aumentata, la regione di coesistenza di entrambe le soluzioni
viene fratturata e schiacciata. Si osserva un gap nel ramo a bassa ampiezza. Tale
gap si allarga man mano che aumenta la forza motrice. Alla fine, entrambi i rami
si fondono in un unico ramo, cioè per ogni distanza di separazione punta-superficie
c’è solo una possibile soluzione stabile. Questa situazione è illustrata in Fig. 1.8 (a)
dove la curva di ampiezza presenta un solo ramo stabile. La curva è stata calco-
lata utilizzando gli stessi parametri della Fig.1.7 variando solo l’ampiezza libera di
50[nm] in questo caso.
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

Figura 1.7.: (a) Ampiezza, (b) Forza media e (c) tempo di contatto espressi in funzio-
ne della distanza di separazione punta-superficie. La coesistenza di due
soluzioni per diverse distanze di separazione fa si che si formino di più
rami di soluzioni. Ci sono due principali osservazioni per i casi qui simu-
lati ed esposti. La forza media nel ramo H cambia da positiva a negativa
ad una distanza di separazione molto piccola. Non c’è contatto mec-
canico tra punta e superficie del campione nel ramo L.(grafici reperiti
dal lavoro di [3]). Sistema caratterizzato da R = 20[nm], A0 = 10[nm],
f0 = f = 350[kHz] , k = 40[N/m], Q = 400[ ], H = 6.4 × 10(−20)[J ],
γ = 30[mJ/m2] ed E∗ = 1.51[GPa] , .

Implicazioni della coesistenza di più stati stabili

Diverse osservazioni sperimentali forniscono prove di un movimento di punta bi-
stabile nell’ AFM. In diversi esperimenti si è osservata la presenza di discontinuità a
gradini nelle curve di ampiezza. Tali discontinuità sono direttamente collegate alla
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Figura 1.8.: Curve di (a) Ampiezza, (b) Forza media e (c) tempo di contatto per
gradi driving forces (A0 50 [nm]). Si osserva un singolo ramo di solu-
zioni. Questo mostra una continua transizione dal regime attrattivo a
quello repulsivo (grafici reperiti dal lavoro di [4]).

coesistenza di due stati stabili. Ogni discontinuità è una transizione tra gli stati L e
H o viceversa. Notiamo che non è possibile ottenere curve di ampiezza sperimentali
come le curve teoriche illustrate in Fig. 1.7 (a), cioè con entrambi i rami affiancati.
Perché non importa quanti stati di oscillazione sono disponibili, in un dato istante
può essere esplorato solo uno stato. La Fig. 1.9 mostra una curva sperimentale di
ampiezza ottenuta su una superficie di mica. L’ampiezza viene misurata mentre la
punta viene avvicinata e poi ritratta dalla superficie. Si osserva un ciclo di iste-
resi nella sezione centrale della curva. L’isteresi è spiegata anche dalle simulazioni
presentate in precedenza. Il ciclo richiede la presenza di due transizioni a diverse
distanze di separazione punta-superficie. Una transizione L − H mentre si avvicina
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la punta verso il campione (A) e una transizione H − L mentre si estrae la punta
(B). A distanze di separazione punta-superficie relativamente grandi, sempre in-
feriori all’ampiezza dell’oscillazione libera, la punta dovrebbe oscillare in uno stato
appartenente al ramo L. A quelle separazioni i bacini di attrazione degli stati L sono
considerevolmente più grandi di quelli corrispondenti agli stati H. Avvicinandosi con
la punta verso la superficie cambia la dimensione relativa del bacino di attrazione
fino a che alla fine il bacino di attrazione degli stati appartenenti al ramo H domina
lo spazio delle fasi. A quelle separazioni ci si dovrebbe aspettare una transizione dal
ramo L a H. Da quell’istante in poi la punta dovrebbe oscillare nel ramo H.

Figura 1.9.: Curva di ampiezza (sezione di approccio e ritorno) presa su un campione
di mica. Si osservano sezioni parziali dei rami H e L. La presenza di due
transizioni tra gli stati L e H fa si che si crei un ciclo di isteresi.(grafici
reperiti dal lavoro di [4]).

Se si percorre la curva in senzo opposto, cioè partendo da piccole distanze di sepa-
razione e si procede allontanando la punta dalla superficie, la punta oscilla prima
nel ramo H perché a quelle separazioni il diagramma dello spazio delle fasi è do-
minato dal bacino di attrazione degli stati H. Aumentando la separazione dalla
superficie aumenta il bacino di attrazione degli stati appartenenti al ramo L fino a
che eventualmente eguaglia e supera quello degli stati H. A quelle separazioni ci si
dovrebbe aspettare una transizione. I cicli di isteresi sono altamente riproducibili
per un dato sistema, tuttavia, i punti in cui avviene una transizione (A o B) posso-
no cambiare da curva a curva. La transizione rappresenta una competizione tra tre
fattori, la distribuzione dello spazio delle fasi tra i bacini di attrazione, il carattere
deterministico dell’equazione del moto e la presenza di perturbazioni. Il carattere
deterministico dell’equazione del moto spiega la tendenza della punta a rimanere
nel ramo corrispondente alla distanza di separazione precedente. Ciò è illustrato
dall’osservazione che, in generale, il punto di transizione (A) nella parte in avvici-
namento della curva è più vicino alla superficie rispetto al punto di transizione (B)
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della curva di rientro. È necessaria una perturbazione per rompere il determinismo
e avere una transizione. Tuttavia, una perturbazione sarà più efficace, in termini di
produzione di una transizione, ogni volta che il bacino di attrazione dello stato finale
è maggiore o almeno delle stesse dimensioni di quello dello stato iniziale. Le leggere
variazioni osservate sulla dimensione del loop ogni volta che vengono registrate più
curve di ampiezza sono una conseguenza della natura casuale del verificarsi di una
perturbazione. L’esistenza simultanea di due stati di oscillazione e la casualità delle
perturbazioni suggerisce che si possano verificare anche curve di ampiezza con di-
scontinuità multiple a gradini. Ad esempio, inizialmente la punta potrebbe oscillare
nello stato di bassa ampiezza. Riducendo la distanza di separazione punta-superficie
si potrebbe osservare una transizione allo stato di alta oscillazione. Quindi, ridurre
ulteriormente la distanza potrebbe produrre una transizione verso il ramo a bassa
ampiezza. Imaging sottili di film di alcol polivinilico, Haugstad e Jones [5] hanno
scoperto l’esistenza di doppie transizioni. Sono possibili anche transizioni di ordine
superiore, sebbene improbabili.La coesistenza di due stati stabili ha forti implica-
zioni per il funzionamento di uno strumento sofisticato come l’AFM in modalità
tapping.

La Fig. 1.10(a) mostra una curva sperimentale di ampiezza presa su un substra-
to di GaAs(1 0 0) [49]. La presenza di una transizione a gradini tra i rami H e
L mostra che un valore Asp all’interno di un intervallo di step potrebbe essere ot-
tenuto con due diverse distanze di separazione punta-superficie. Questo apre tre
possibilità per l’imaging. Imaging nello stato H o L o imaging con un movimento
della punta caratterizzato dal passaggio da uno stato all’altro. Quest’ultimo impli-
ca il passaggio da una posizione zc all’altra. Ciò introdurrebbe alcune variazioni
di altezza non correlate alla topografia della superficie che a sua volta compliche-
rebbero le misurazioni dell’altezza. Dunque per certi valori di Asp a causa della
presenza delle perturbazioni di feedback, l’imaging esclusivamente nello stato H o
L, sebbene fisicamente possibile, è, in pratica improbabile. Perciò è necessaria una
scelta adeguata dell’ampiezza di set point per consentire di acquisire un’immagine
stabile in entrambi gli stati. È una pratica consolidata nella microscopia a sonda
attribuire dati rumorosi o instabili ad una punta contaminata o che cambia la pro-
pria forma. Tuttavia, per quanto esposto sopra in alcuni casi la presenza di dati
rumorosi o instabili riflette soltanto la struttura intrinseca del moto della punta.É
per tale motivo che l’osservatore manipola la misurazione con la frequenza di guida
o l’ampiezza di set point, in modo tale da modificare lo spazio delle fasi del sistema
per raggiungere una configurazione in cui un singolo bacino di attrazione domina lo
spazio delle fasi. I diagrammi dello spazio delle fasi non raccontano l’intera storia
né delle proprietà fisiche delle soluzioni di ampiezza L e H né delle loro implicazioni
per l’imaging AFM. Ad esempio, la risoluzione dipende dallo stato di oscillazione? o
più in generale, le soluzioni a bassa e alta ampiezza sono equivalenti per l’imaging?
Alcuni esperimenti svolti di imaging ad alta risoluzione degli anticorpi ha dimostrato
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Figura 1.10.: Determinazione sperimentale del ramo di piccola e grande ampiezza
di oscillazione. (a) Curva di ampiezza, sono plottati con dei cerchi i
rami L e H. Le linee tratteggiate indicano i valori Asp utilizzati per
catturare un immagine di punti quantici InAs di una superficie di 200
× 200 [nm2]. (b) Il sistema evolve da un immagine stabile nello stato L
Asp = 16 [nm] (parte superiore dell’immagine) a un immagine instabile
dovuta allo switch tra gli stati H e L Asp = 9.5 [nm] (parte centrale
dell’immagine) e in fine a un immagine stabile nello stato H Asp = 9.5
[nm] (parte inferiore dell’immagine). (grafici reperiti dal lavoro di [5]).

che la risoluzione e la deformazione del campione dipendono fortemente dallo stato
di oscillazione selezionato per far funzionare lo strumento [15]. La morfologia e le
dimensioni dei frammenti che formano gli anticorpi erano chiaramente visibili nel-
l’immagine ottenuta utilizzando lo stato L, mentre l’immagine ottenuta con lo stato
H mostra una topografia frastagliata senza chiara evidenza del dominio struttura. È
stato anche dimostrato che l’imaging nello stato H produceva modifiche morfologi-
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che irreversibili nell’anticorpo. Infatti le simulazioni teoriche [15] hanno rivelato due
importanti differenze fisiche tra gli stati di oscillazione H e L. L’esistenza del con-
tatto punta-campione nello stato H e la forza massima esercitata dalla punta che era
anche di circa un ordine di grandezza maggiore nello stato H (rispettivamente 3.5 e
0.4[nN ]). Questi fattori hanno spiegato la migliore risoluzione ottenuta utilizzando
uno stato di oscillazione L per l’imaging degli anticorpi. Inoltre per quanto esposto
sopra esistono dei valori dell’ ampiezza di set point non adatte per l’imaging perché
la presenza di più transizioni H e L produce un movimento della punta instabile. É
dunque evidente l’importanza di un corretto set up per poter raggiungere il miglior
risultato possibile.

Regimi di interazione punta-superficie attrattivi e repulsivi

Per avanzare nella comprensione delle proprietà fisiche degli stati di ampiezza
L e H si introducono due nuovi parametri, il tempo di contatto, cioè il tempo in
cui la punta è a contatto meccanico (regione repulsiva) con la superficie e il valore
medio della forza di interazione punta–superficie. La forza mediata sul periodo di
oscillazione è calcolata da

⟨Fts⟩ = 1
T

∮︂
Ftsdt. (1.19)

La Fig. 1.7 mostra la curva di ampiezza, forza media e il tempo di contatto. Ci sono
diverse osservazioni rilevanti. La forza media nel ramo a bassa ampiezza è negati-
va, cioè attrattiva. Mostra anche una correlazione tra la forza dell’interazione e la
riduzione dell’ampiezza. L’aumento della forza aumenta la riduzione dell’ampiezza.
D’altra parte, la forza media nel ramo ad alta ampiezza è positiva (repulsiva) tranne
che per piccole ampiezze di oscillazione dove diventa negativa (Fig. 1.7 (b)). In
generale, il ramo a bassa ampiezza non implica un contatto punta-superficie mentre
c’è un contatto finito punta-superficie nel ramo ad alta ampiezza (Fig. 1.7 (c)).
Queste osservazioni sembrano supportare la proposta dell’esistenza di due distinti
regimi operativi in AM-AFM, regimi di interazione punta-superficie attrattivi e re-
pulsivi [28]. Nel regime attrattivo, la forza media di interazione punta-campione in
un’oscillazione è negativa mentre nel regime repulsivo, la forza media è positiva. É
importante sottolineare che il regime attrattivo non è dato esclusivamente da forze
attrattive a lungo raggio. Infatti la sola presenza di forze attrattive a lungo raggio
non può spiegare una situazione come quella illustrata in Fig. 1.8 (b) in cui la curva
della forza media mostra una regione di valori negativi (attrattiva) con un valore
minimo che è indicativo di una competizione tra contributi attrattivi e repulsivi che
agiscono sulla punta. Inoltre, la Fig. 1.8 (c) mostra un tempo di contatto finito
durante il regime attrattivo (tc ∼ 0.1T ). A prima vista può sembrare semplice col-
legare i regimi attrattivo e repulsivo, rispettivamente alla coesistenza dei rami L e
H. La dipendenza della forza media dalla distanza di separazione separazione mo-
stra prima un aumento fino a raggiungere un massimo, dopo di che la forza media
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diminuisce e cambia segno per distanze di separazioni punta-superficie molto picco-
le (Fig. 1.7 (b)). In questo esempio il ramo H ha una sezione dominata da forze
repulsive e un’altra sezione, seppur piuttosto piccola, dominata da forze attrattive.
Sorprendentemente, l’ampiezza sembra non essere influenzata da tali cambiamenti
perché diminuisce in modo monotono con la distanza di separazione. La discussione
di cui sopra mostra che una descrizione del funzionamento AM-AFM in termini di
regimi di interazione attrattivi e repulsivi, sebbene intuitivamente accattivante, è
imprecisa e in alcuni casi inappropriata.

1.3. Dinamica dell’AFM in tapping mode

Di seguito si sviluppa un modello matematico per studiare la dinamica dei mi-
croscopi a forza atomica in modalità tapping (AFM) sottoposti a un’eccitazione
armonica di base. Viene utilizzata un’approssimazione di Galerkin multimodale
per discretizzare l’equazione differenziale parziale non lineare del moto che governa
la risposta del micro-cantilever e le condizioni al contorno associate e ottenere un
insieme di equazioni differenziali ordinarie accoppiate non linearmente che governa-
no l’evoluzione temporale della dinamica del sistema. La presenza di discontinuità
nel modello di interazione punta-campione viene trattata rigorosamente. Attraver-
so un’analisi di Galerkin multi-modale si è osservato che biforcazioni con periodo
doppio e vibrazioni caotiche sono possibili nella microscopia in modalità tapping
per determinati valori dei parametri operativi. Si è anche scoperto che un’approssi-
mazione di Galerkin a modalità singola, che predice accuratamente le risposte non
lineari della punta lontano dal campione, non è adeguata per prevedere tutti i feno-
meni non lineari esibiti da un AFM, come le grazing bifurcation, e porta ad errori
sia quantitativi che qualitativi.

1.3.1. Modellazione matematica

La classica teoria della trave basata sulle ipotesi di Eulero-Bernoulli viene utiliz-
zata per sviluppare un modello continuo per un AFM (La natura tridimensionale
del sistema non viene tenuta in considerazione). Come mostrato in Fig. 1.11, Z

indica la distanza di separazione punta-campione nella configurazione di riferimen-
to e u(x, t) indica la deflessione totale del microcantilever, che può essere espressa
come w(x, t) + y(t) , dove w(x, t) è la deflessione del micro-cantilever rispetto a un
sistema di riferimento non inerziale fissato alla base. Si considera che l’eccitazio-
ne di base fornita da un dither piezoelettrico sia uno spostamento armonico; cioè,
y(t) = Y sin Ωt. Quindi, la distanza di separazione istantanea punta-campione può
essere scritta come z(t) = Z − w(l, t) − y(t).

Poiché il micro-cantilever oscilla nelle immediate vicinanze del campione, come già
esposto precedentemente, la sua dinamica è significativamente influenzata dalle forze
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1.3. Dinamica dell’AFM in tapping mode

Figura 1.11.: Schema delle configurazioni del microcantilever: (a) configurazione ini-
ziale stabile del microcantilevr inflesso sotto l’azione delle forze di van
der Waals agenti sulla punta. Z rappresenta la distanza di approccio
in assenza di forze agenti sul sistema. (b) configurazione dinamica del
microcantilever che oscilla intorno la propria condizione di equilibrio
inflessa.(immagine presa dal lavoro di [6]).

di interazione punta-campione. Tali forze di interazione presentano una dipendenza
non lineare dalla distanza tra punta del micro-cantilever e la superficie del campione.
Assumendo di avere una punta con apice sferico e una superficie piana del campione,
si possono modellare le forze di interazione come già esposto in precedenza. Per cui
schematizzando il contatto con il campione con il modello DMT segue quanto scritto

F (z) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
FvdW = −HR

6z2 , z ≥ a0

FDMT = −HR

6a2
0

+ 4
3E∗√

R(a0 − z)3/2, z < a0
(1.20)

dove FvdW rappresenta la forza senza contatto di van der Waals e FDMT rappresenta
la forza di contatto di Derjaguin-Muller-Toporov in cui sono considerate sia le forze
attrattive di van der Waals a lungo raggio che le forze di contatto repulsive hertziane
a corto raggio; a0 rappresenta la distanza intermolecolare alla quale inizia il contatto;
H, R ed E∗ sono, rispettivamente, la costante di Hamaker, il raggio della punta e
il modulo effettivo di elasticità descritto nel Eq. (1.6). L’energia cinetica totale del
micro-cantilever è data da

T = 1
2

∫︂ l

0
ρA [ẇ(x, t) + ẏ(t)]2 dx (1.21)
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

dove ρ e A sono rispettivamente, la densità del materiale e l’area della sezione tra-
sversale del micro-cantilever. L’energia potenziale elastica totale del microcantilever
è data da

Ve = 1
2

∫︂ l

0
EI

[︄
∂2w(x, t)

∂x2

]︄2

dx (1.22)

con E e I rispettivamente il modulo di elasticità del micro-cantilever e il momento
d’inerzia (di area) del secondo ordine. Il potenziale dovuto all’interazione punta-
campione è dato dall’integrazione lungo z della forza F (z):

VvdW = −HR

6[Z − w(l, t) − y(t)] , z ≥ a0

VDMT = HR

6a2
0

[Z − w(l, t) − y(t)] + 8
15E∗√

R[a0 − Z + w(l, t) + y(t)]5/2, z < a0

(1.23)
La Lagrangiana può essere espressa come L = T − V , i.e.

L = 1
2

∫︂ l

0
ρA [ẇ(x, t) + ẏ(t)]2 dx − 1

2

∫︂ l

0
EI

[︄
∂2w(x, t)

∂x2

]︄2

dx + HR

6[Z − w(l, t) − y(t)]
(1.24)

per la regione di non contatto quando Z − w(l, t) − y(t) ≥ a0 e

L = 1
2
∫︁ l

0 ρA [ẇ(x, t) + ẏ(t)]2 dx − 1
2
∫︁ l

0 EI

[︄
∂2w(x, t)

∂x2

]︄2

dx

−HR

6a2
0

[Z − w(l, t) − y(t)] − 8
15E∗√

R[a0 − Z + w(l, t) + y(t)]5/2

(1.25)

per la regione di contato, ciò quando Z − w(l, t) − y(t) < a0. In fine la funzione di
dissipazione dell’energia può essere espressa come

D = 1
2

∫︂ l

0
c [ẇ(x, t) + ẏ(t)]2 dx (1.26)

dove c è il coefficiente di smorzamento viscoso per unità di lunghezza del micro-
cantilever. Esso viene ottenuto come

c = ρAωk

Qk
(1.27)

con ωk la k − esima frequenza naturale del micro-cantilever e Qk il suo fattore di
qualità.

Utilizzando i principi di Hamilton è possibile ricavare l’equazione di governo che
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1.3. Dinamica dell’AFM in tapping mode

descrive la dinamica del sistema. Essa legge

EIwiv(x, t) + ρAẅ(x, t) + cẇ(x, t) = −ρAÿ(t) − cẏ(t) (1.28)

soggetta alle condizioni al contorno

w(0, t) = 0, w
′(0, t) = 0, w

′′(l, t) = 0, (1.29)

EIw
′′′(l, t) = − HR

6[Z − w(l, t) − y(t)]2 (1.30)

nella regione di non contatto e

EIw
′′′(l, t) = −HR

6a2
0

+ 4
3E∗√

R[a0 − Z + w(l, t) + y(t)]3/2 (1.31)

nella regione di contatto.
La deflessione statica w∗(x) può essere ottenuta rendendo stazionaria (dunque

ponendo pari a zero tutte le derivate nel tempo) l’eq. del moto sopra esposta con
le sue condizioni al contorno , ed eliminando la componente data dalla forzante di
eccitazione. Da cui il problema risultante è dato da

EIwiv(x) = 0 (1.32)

con le associate condizioni al contorno

w(0) = 0, w
′(0) = 0, w

′′(l) = 0, (1.33)

EIw
′′′(l) = − HR

6[Z − w∗(l)]2 (1.34)

nella regione di non contatto e

EIw
′′′(l) = −HR

6a2
0

+ 4
3E∗√

R[a0 − Z + w∗(l)]3/2 (1.35)

nella regione di contatto.

In Fig. 1.12 viene mostrato l’andamento in condizioni statiche della deflessione del
micro-cantilever Z∗ in funzione della distanza di approccio (distanza di separazione
punta-campione). Si osservano tre rami di soluzioni: due stabili e uno instabile,
connessi fra loro da due nodi sella (punti di biforcazione s1 e s2. Nel ramo stabile,
in cui si ha una maggiore deflessione, la punta del micro-cantilever si trova nella
regione dinamica (dello spazio delle fasi) di contatto, mentre nell’altro ramo si trova
nella regione di non contatto. Partendo con una distanza di separazione iniziale Z al
di sotto del punto di sella s2, allontanandosi dalla superficie del campione la soluzione
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Capitolo 1. AFM (Atomic Force Microscope)

s1
s2

Figura 1.12.: Soluzioni di equilibrio statico non lineari. La linea continua rappresen-
ta le soluzioni stabili di Liapunov, mentre la linea tratteggiata indica
le soluzioni di equilibrio instabile (immagine presa dal lavoro di [6]). I
punti C e D corrispondono rispettivamente con in punti s2 e s1
Approccio della punta al campione: A-B-C-E-F
Allontanamento della punta dal campione: F-E-D-B-A

stabile del sistema viene data dalla regione in contatto finche non si supera il punto
di biforcazione s1. Aumentando ulteriormente la distanza di separazione iniziale Z

si ha un salto in s1 verso il ramo stabile della soluzione di non contatto. D’altra
parte invece partendo da Z > s1 e riducendo la distanza di approccio, il sistema
esibisce la soluzione stabile della regione di non contatto finché non si raggiunge il
punto di sella s2 in cui si salta alla soluzione stabile della regione di contatto. La
coesistenza questi due stati stabili nell’intervallo [s1, s2] fa si che, in base a quella
che è la deflessione statica del micro-cantilever (regione monostabile o bistabile),
l’AFM sotto l’azione di una forzante di eccitazione, esibisce comportamenti dinamici
totalmente differenti. Si rimarca che comunque le applicazioni più pratiche in regime
operativo tapping mode è nella regione mono-stabile. A questo punto la dinamica
dell’AFM viene descritta tramite il metodo di Galerkin e utilizzando come funzioni
base i modi propri relativi alla condizione di deflessione statica del micro-cantilever.
Per ciò ponendo

w(x, t) = w∗(x) + v(x, t) (1.36)

e sostituendolo al sistema di eq. di governo Eq. (1.28) - Eq. (1.31) in cui non si
considerano i termini di smorzamento e di eccitazione e utilizzando anche il sistema
di eq. del problema statico. Linearizzando per v(x, t) << 1 si ottiene il problema
agli autovalori

EIviv(x, t) + ρAv̈(x, t) = 0 (1.37)
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1.3. Dinamica dell’AFM in tapping mode

v(0, t) = 0, v′(0, t) = 0, v′′(l, t) = 0, (1.38)

v
′′′(l, t) = − HR

3EI[Z − w∗(l)]3 v(l, t) seZ − w∗(l) − v(l, t) ≥ a0 (1.39)

v
′′′(l, t) = 2E∗√

R

EI
[a0 − Z + w∗(l)]1/2v(l, t) seZ − w∗(l) − v(l, t) < a0 (1.40)

A questo punto separando le variabili si ottengono i modi propri

ϕn(x) = γn

{︃cos βn + cosh βn

sin βn + sinh βn
×
[︃
sin βn

l
x − sinh βn

l
x

]︃
− cos βn

l
x + cosh βn

l
x

}︃
(1.41)

e le frequenze naturali

ωn = β2
n

l2

√︄
EI

ρA
(1.42)

dove βn rappresenta la radice della seguente equazione

β3
n [1 + cos βn cosh βn] = α [cosh βn sin βn − cos βn sinh βn] (1.43)

e

α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

HR

3EI[Z − w∗(l)]3 , z ≥ a0

−2E∗√
R

EI
[a0 − Z + w∗(l)]1/2, z < a0

(1.44)

Di seguito si pone un attimo l’attenzione sull’interpretazione fisica dell’Eq. (1.42).
Il momento di inerzia (di area) del secondo ordine nella direzione del momento
flettente che si ha nel microcantilever (cioè quello fin’ora trattato) può essere espresso
in funzione di ciò che in dinamica viene denominato radius gyration (κ) con come
esposto in (1.45)

I =
∫︂

A
y2dA = κ2A (1.45)

Da cui segue una versione alternativa dell’Eq. (1.42)

ωn = β2
nκ

l2

√︄
E

ρ
(1.46)

Qui
√︄

E

ρ
è la velocità del suono longitudinale del mezzo solido con cui si sta lavo-

rando, cioè la velocità di propagazione dello stress all’interno della nostra struttura.
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Mentre la presenza di κ indica un fenomeno facilmente intuibile e cioè che se si rad-
dopia lo spessore del microcantilever la frequenza naturale raddoppia. Si sottolinea
che βn è il parametro che continene la dipendenza di ωn dalle condizioni al contorno.

Questi modi propri godono della proprietà di ortogonalità (sono ortogonali fra
loro) e γn è scelta in modo tale che siano anche ortonormali. Ciò equivale a dire

∫︂ l

0
ϕn(x)ϕm(x)dx = δmn (1.47)

utilizzando la delta di Kronecker δmn.
A questo punto si procede con la discretizzazione in un set di equazioni differenziali

oridnarie non lineari, dell’equazione differenziale alle derivate parziali in esame e delle
associate condizioni al contorno, attraverso il metodo di Galerking. A tale scopo
vengono utilizzate come funzioni base i modi propri del micro-cantilever libero non
forzato, visto che queste riescono a descrivere molto bene il sistema nella regione
mono-stabile.

w(x, t) =
N∑︂

n=1
ϕn(x)qn(t) (1.48)

Sostituendo (1.48) nelle Eqs. (1.24)- (1.26), utilizzando la proprietà di ortonorma-
lità, e applicando il principio esteso di Hamilton,

d

dt

(︃
∂L

∂q̇n

)︃
−
(︃

∂L

∂qn

)︃
=
(︃

∂D

∂q̇n

)︃
n = 1, 2, ..., N (1.49)

si ottiene il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie

q̈n + cnq̇n + ω2
nqn − EIϕn(l)

ρA

∑︁N
m=1 ϕ

′′′
m(l)qm + fn(q1, q2, ..., qN ) =

−
∫︁ l

0 ϕn(x)dx(ÿ + cnẏ) n = 1, 2, ..., N

(1.50)

dove cn = c/(ρA) e

fn =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−HRϕn(l)
6ρA[Z − y(t) −

∑︁N
m=1 ϕm(l)qm(t)]2

, z ≥ a0

−HRϕn(l)
6ρAa2

0
+ 4E∗√

Rϕn(l)
3ρA

[a0 − Z + y(t) +∑︁N
m=1 ϕm(l)qm(t)]3/2, z < a0

(1.51)

1.3.2. Problematiche da risolvere

Alla luce di quanto esposto, si osservano i seguenti aspetti:

• Nonostante le semplificazioni fatte, il problema risulta essere di non semplice
risoluzione. Nello specifico risulta molto complesso e dispendioso in termini
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1.3. Dinamica dell’AFM in tapping mode

di tempo, cercare di ricavare i numerosi parametri dell’equazione del moto
(1.50), come ad esempio il coefficiente di smorzamento del fluido in cui l’AFM
si trova a lavorare, oppure il modulo elastico E∗.

• La dinamica del sistema presenta delle superfici di discontinuità nello spazio
delle fasi (1.50). Il sistema nell’attraversare queste superfici, passa dall’essere
soggetto all’azione di un campo vettoriale ad un altro. Queste discontinuità
accentuano il carattere non lineare del problema in esame e con esso la sua
complessità di risoluzione. Soppra tutto però la posizione della superficie di di-
scontinuità rappresenta un altro parametro non semplice da dover identificare
all’interno dell’Eq. (1.50)

• Le informazioni relative alla natura fisica del campione, come il coefficiente di
smorzamento durante l’impatto o il modulo elastico del campione (contenuto
in E∗), sono codificate nella regione repulsiva (1.50). Quindi ci sono delle
informazioni che sono contenute solo in regioni specifiche dello spazio delle
fasi.

Da quanto esposto emerge che l’identificazione della superficie di discontinuità e
dei parametri che costituiscono l’equazione del moto del sistema, rappresenta un
problema di non semplice risoluzione, il quale richiede con una procedura manuale,
grande sforzo (ad esempio involve conoscenze dei principi fondamentali della fisica)
e lunghi tempi di analisi. Oltre tutto in alcune applicazioni ci si può confrontare
con una grande mole di campioni diversi da dover analizzare (dunque un grande
numero di modelli da regredire) in un tempo preferibilmente il più breve possibile
(e.g. analisi cellule tumorali). Per risolvere tale problema si cerca di automatizzare il
processo utilizzando approcci di tipo data driven, basati su dati provenienti da ana-
lisi sperimentali. Da tali dati sfruttando delle tecniche di hybrid machine learning è
possibile regredire il modello descrittivo dei diversi campi vettoriali che compongono
il sistema. L’impiego di questa tipologia di approccio è supportata dal crescente in-
cremento e dalle prospettive future delle prestazioni computazionali dei calcolatori
(recenti studi sulla fisica della superconduttività ad alta temperatura hanno permes-
so lo sviluppo di superconduttori a temperatura ambiente) e dall’implementazioni
di algoritmi di regressione sempre più efficienti e robusti.
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Machine Learning (ML)

2.1. Introduzione

La capacità di estrapolare dai dati acquisiti da un sistema, il modello matematico
che ne descrive la fisica, è da sempre uno degli obiettivi che la scienza e l’ingegneria,
cerca di risolvere. Sebbene lo studio dei sistemi dinamici sia sempre più sofisticato
e appoggiato da grandi quantità di dati, permettendo di identificare modelli sempre
più accurati e descrittivi, la capacità di automatizzare il processo di identificazione
rimane un problema ancora aperto. Un ulteriore difficoltà viene rappresentata dal
regredire sistemi ibridi. Gli algoritmi di ricostruzione del modello del sistema di tipo
data-driven sono approcci black-box che acquisiscono conoscenze sulla fisica di un
sistema dai dati raccolti. Gli input possono essere di diverse tipologie: vibrazioni,
segnali acustici, tensioni o qualsiasi altro vettore osservabile. Nonostante l’acquisi-
zione dei dati sia spesso scarsa, frammentata e rumorosa, le misurazioni contengono
abbastanza informazioni sulla dinamica da consentire di ricostruire la struttura di-
namica sottostante [50]. Pertanto, devono essere sviluppati metodi di identificazione
basati sui dati efficienti per trasformare i dati provenienti da un monitoraggio grezzo
in informazioni rilevanti e modelli descrittivi della fisica del sistema.La sfida di de-
rivare espressioni simboliche che corrispondano a valori di una funzione sconosciuta
risale al XVII secolo. In effetti, è stato Keplero a rivelare l’ellitticità dell’orbita di
Marte fittando i dati raccolti dai grafici delle orbite planetarie più affidabili dell’epo-
ca [51]. Uno sguardo molto pionieristico sulla regressione simbolica il cui obiettivo
è quello di raggiungere una corrispondenza precisa con le informazioni disponibili.
Da problemi planetari, l’interesse pratico per scoprire funzioni nascoste sconosciute è
cresciuto da allora, accelerato dalla crescente disponibilità di set di dati sperimentali.
In generale, nel campo delle applicazioni scientifiche, le funzioni di governo di sistemi
complessi sono quasi impossibili da scoprire. Tuttavia, possiedono proprietà sem-
plificatrici che li rendono più facili da ricavare. Alcune di queste proprietà, ovvero
composizionalità, smoothness, simmetria, permettono a volte di semplificare il pro-
blema di regressione con un numero ridotto di variabili indipendenti [52]. Le tecniche
di regressione delle equazioni di governo ha portato a una pletora di metodi [53].
Tra questi la regressione simbolica [54] che supera con successo la complicazione del
rumore nei dati acquisiti e gli algoritmi genetici [55] motivati per ricerche mirate in
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ampi spazi da strategie ispirate alla biologia. Gli approcci basati sulle reti neurali
sono stati ampiamente applicati anche per apprendere e prevedere serie tempora-
li [56, 57]. Varianti come reti neurali ricorrenti e reti neurali quasi ricorrenti hanno
dimostrato efficacia anche in dinamiche estremamente caotiche di strutture origami
multistabili [58]. Tuttavia, oltre a dover fittare i dati, è di primaria importanza
individuare con parsimonia le equazioni del moto ed evitare numerose parametriz-
zazioni. Gli approcci che si appoggiano alla regressione simbolica soddisfano questi
bisogni Recentemente, sono fioriti approcci di regressione sparsa [7]. Questi ultimi
sono in grado di restituire modelli di approssimazione interpretabili della dinamica
costituiti da insiemi essenziali di funzioni base [59]. Le procedure di selezione del mo-
dello sono state estese verso l’identificazione di sistemi descritti da diverse equazioni
di governo per diverse regioni dello spazio delle fasi, ovvero sistemi ibridi, come ad
es. dispositivi impattanti. Qui la sfida è caratterizzare il comportamento di switch
sulla superficie di discontinuità, sfruttando la teoria dell’informazione per gestire
l’incertezza sulla selezione del modello. Il maggiore interesse per i sistemi dinamici
non smooth deriva dalla meccanica applicata alle macchine e strutturale [60]. Infat-
ti, una grande varietà di sistemi esibisce fenomeni impattanti e/o fenomeni legati a
discontinuità non smooth come i moti di scorrimento, la collisione angolare e le bi-
forcazioni radenti [61,62]. Infatti, i sistemi dinamici con discontinuità di movimento
come giochi, impatti, attrito a secco hanno attratto molti ricercatori [63] a diverse
scale, dai macro [64, 65] ai micro [66] sistemi per la progettazione e lo sviluppo di
sensori [67, 68]. Ispirato dai recenti sviluppi nel physics-informed machine learning,
nel presente capitolo si dimostra come eseguire una previsione computazionalmente
efficiente dei campi vettoriali di una dinamica discontinua solo fornendo informazioni
essenziali sul sistema in esame. Qui, si propone un metodo per ricostruire i diversi
insiemi di equazioni di governo e identificare superfici di discontinuità quando solo il
numero di discontinuità è noto a priori. L’idea è che in molte applicazioni ingegne-
ristiche queste informazioni possano essere facilmente dedotte da vincoli geometrici
o ricavate dalla fisica del problema. Si sottolinea comunque che anche il proces-
so di identificazione automatica del numero di discontinuità può essere facilmente
implementato.

Come descritto nel capitolo precedente, questo è il caso dei microscopi a forza
atomica. Infatti, data una determinata condizione ambientale, segue uno specifico
numero di regimi dinamici e transizioni [68, 69]. In questo capitolo si testa le pre-
stazioni di una regressione sparsa informata nel regime di dati limitati e densi e in
presenza di rumore. Si considerano due applicazioni, caratterizzate da una singola
e multipla discontinuità. Nella sottosezione seguente, si inquadra il problema sulla
regressione sparsa dei sistemi dinamici. Dopo il background matematico, l’algoritmo
viene presentato in dettaglio. I risultati numerici sono mostrati nella quarta sotto-
sezione che descrive anche i vantaggi computazionali. Il capitolo si conclude con
commenti e consigli quando si ha a che fare con l’identificazione efficiente di sistemi
dinamici ibridi.
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2.2. Formulazione del problema

2.2.1. Sistemi dinamici ibridi

Un gran numero di sistemi fisici e ingegneristici richiedono modelli matematici con
una sorta di discontinuità o non smoothness. Pertanto, c’è stato un ampio studio sui
sistemi ibridi, ad esempio campi vettoriali continui nel tempo che cambiano in tempi
discreti [70]. Qui, si pone l’attenzione su un problema ai valori iniziali autonomo
con condizione iniziale y0 ∈ Rn Nella forma

ẏ(t) = f (y(t)) , y(0) = y0, t ∈ [0, T ] . (2.1)

dove, nel caso di sistemi ibridi, la funzione f : Rn → Rn è discontinua. Il problema
può essere riformulato dando al modello un’interpretazione intuitiva considerando
una sequenza di curve continue (smooth) M

{︂
y(j) : [0, Tj ] → Rnj

}︂M

j=1
cuciti insieme

[71]. Ad ogni segmento è associata una firma orbitale definita tramite la tripletta
{(mj , ej , tj)}M

j=1. Le sequenze per j = 1, . . . , M di mj , ej , tj sono rispettivamente
identificatori di modalità, evento e reset. Le equazioni differenziali ordinarie di
Eqn. (2.1) si scrivono come

dy(j)

dt
= f

(︂
y(j);mj

)︂
, (2.2)

con funzioni di condizione evento h (·; ej) : Rn → R dato da

h
(︂
y(j)(Tj); ej

)︂
= 0. (2.3)

Notiamo che le condizioni di switch possono essere eventi dipendenti dallo stato o dal
tempo. Infine, il problema è completato dalle funzioni g che definiscono le condizioni
di reset: ⎧⎨⎩ g

(︂
y(j)(Tj); tj

)︂
= y(j+1)(0) j = 1, . . . , M − 1

g
(︂
y(M)(TM ); tM

)︂
= y(1)(0)

. (2.4)

2.2.2. Identificazione di dinamiche non lineari tramite regressione sparsa

L’identificazione sparsa di sistemi dinamici mira a estrapolare un modello par-
simonioso (pochi termini caratterizzanti), interpretabile e generalizzabile dai dati
ottenuti dalle misurazione. Con il termine generalizzabile si fa riferimento al fatto
che il modello ottenuto è parametrizzato, per cui è possibile estendere la prorpia
validità. Un implicazione importante della caratteristica di generalizzabilità (carat-
teristica non posseduta dalle altre tecniche di machine learning) del modello è che
ad esempio modelli regrediti da dati estratti sul pianeta Terra, posso essere utilizzati
anche sulla Luna (utile in campo aereospaziale).

Il concetto di sparsità consente di regredire modelli anche in presenza di dati limi-
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Capitolo 2. Machine Learning (ML)

Figura 2.1.: Schema concettuale dell’algoritmo di regressione sparsa SINDy
(immagine presa e rielaborata dal lavoro di [7]).

tati e rumorosi. Inoltre, previene l’overfitting e consente di lavorare oltre i campi
vettoriali dei dati di training utilizzati per regredire il modello. Perciò il modello
estrapolato può funzionare anche su regioni dello spazio delle fasi diverse da quelle
in cui si sono acquisiti i dati e dunque anche su attrattori diversi da quelli tranining.

Un passaggio cruciale nell’approccio basato sulla regressione sparsa, ad es. SIN-
Dy [7] (schema in Fig. fig:Syndy), è la scelta della libreria di funzioni su cui ricostrui-
re la dinamica. Gli insiemi di funzioni sono spesso scelti sulla base di conoscenze
preliminari della fisica o di modelli esistenti in letteratura. La scelta della libreria
sbagliata porta a un modello non sparso, il quale dunque non posssiede i vattaggi
sopra citati. SINDy parte dal presupposto di lavorare con sistemi sparsi nello spazio
delle possibili funzioni. Pertanto, attraverso tecniche di promozione della sparsi-
tà, è possibile identificare automaticamente modelli che bilanciano la sparsità con
l’accuratezza.

In dettaglio, viene considerata una libreria di funzioni candidate lineari e non
Θ(y) = [f1(y) f2(y) . . . fp(y)]. Mediante regressione sparsa verranno selezionati so-
lo pochi termini attivi di Θ(y), in grado di approssimare con successo la funzione
f(y(t)). I dati di input per la procedura di ricostruzione sono delle fotografie dello
stato del sistema nel tempo t. Le storie temporali dello stato y(t) sono riorganizzate
in una matrice tale che Y = [y(t1) y(t2) . . . y(tm)]. Le serie temporali possono
includere traiettorie da più condizioni iniziali concatenate insieme. La derivata Ẏ
viene campionata al tempo t1, . . . , tm o valutata numericamente da Y. Successiva-
mente, la libreria di funzioni viene valutata per Y, ovvero Θ(Y). Quindi, Eqn. (2.1)
è approssimata come Ẏ = Θ(Y)Ξ con Ξ il vettore sconosciuto dei coefficienti da
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2.3. Informed sparse regression framework

determinare. Applicando la regressione sparsa si ricava un insieme sparso di coef-
ficienti tale che Ξ = min⏞⏟⏟⏞

Ξ

1
2∥Ẏ − Θ(Y)Ξ∥2

2 + λR(Ξ), dove R(Ξ) è una funzione di

regolarizzazione che penalizza la sparsità (es. LASSO o elastic net [72]) in termini
di coefficienti, e λ è un parametro libero che controlla l’entità della penalizzazione
della sparsità.

Nel contesto di sistemi ibridi, la suddetta procedura di regressione deve esse-
re aumentata. Il metodo HySINy è una procedura per aumentare le misurazio-
ni, raggruppare la misurazione e le variabili aumentate e selezionare un modello
utilizzando SINDy per ciascun cluster. L’approccio è implementato nel pacchetto
Hybrid-SINDy [8]. Di seguito lo pseudo code dell’Algorithm 1 HySINDy:

Le misure Y = [y(t1) y(t2) . . . y(tb)] sono partizionate in due set, il training set
YT ∈ Rm∗n e il validation set YV ∈ Rv∗n , con b = m + v. Le serie temporali pos-
sono includere traiettorie da più condizioni iniziali concatenate insieme. Per ogni
campione in YT e YV vengono identificati cluster di k campioni. Quindi, SINDy
viene eseguito, per cercare attraverso diversi parametri di sparsificazione e genera-
re una serie di modelli candidati per ogni training cluster. I cluster di validazione
vengono generati dai centroids dei training cluster per preservare le stesse caratteri-
stiche non lineari locali dei dati di training. Le prestazioni dei modelli scoperti sono
valutate attraverso le serie temporali di validazione in YV e se necessario aumentate
con derivate, trasformazioni non lineari o coordinate di time-delay. Da notare che il
sistema di coordinate guidato dai dati non incorpora esplicitamente le informazioni
temporali. Per ogni modello candidato vengono calcolati i punteggi AICc assoluti
e relativi (basati sui criteri di informazione di Akaike (AIC) [73]) per valutare il
supporto all’interno del cluster, ad es. AICc relativo inferiore a una soglia. L’uso
dell’AIC è essenziale per questo algoritmo in quanto consente la valutazione e sele-
zione automatizzata dei modelli generati da SINDy. Il modello selezionato formerà
la libreria di modelli con un forte supporto. Insieme alla selezione, deve essere va-
lutata la ricorrenza delle strutture del modello che appaiono tra i cluster. I modelli
più frequenti e la posizione dei loro centroids forniscono informazioni sulle regio-
ni connesse dello spazio di misurazione con lo stesso modello. Inoltre, esaminando
la posizione e i punteggi AICc assoluti dei modelli, vengono identificate le regioni
di comportamento dinamico simile e gli eventi caratterizzanti corrispondenti alle
transizioni dinamiche.

2.3. Informed sparse regression framework

L’ approccio presentato di regressione sparsa informata è sviluppato sulla struttura
dell’Algorithm 1 per la scoperta del modello ibrido di Mangan et al. (Hybrid-SINDy)
[8]. Tuttavia, notiamo che sebbene il codice condivida qualche somiglianza, le routine
implementate possono lavorare al di fuori dell’implementazione Hybrid-SINDy.
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Capitolo 2. Machine Learning (ML)

Algorithm 1. HySINDy pseudo-code.
1 input : Y measurement data , D measurement variables for clustering ,
2 q validation time-series length , m # of data points in the training set ,
3 v # of data points in the validation set , λ sparsification values ,
4 f # of data points in the undefined training set ,
5 k # of sample in each cluster , pp # of terms in r-th manifold library ,
6 var : Z model time series , ZV validation time series , p # of library terms ,
7 kk # of data in the manifolds , Xswitch vector of all possible switches ,
8 Ydef defined data manifolds , Ctrue−switch Cluster of true switches ,
9 Cswitch(nn) nn-th cluster of possible switches , k samples in each cluster ,

10 Eavg average error between model and validation data ,
11 output : xswitch discontinuity surface , Π models with most support
12 begin
13 YT ∈ Rm∗n , YV ∈ Rv∗n ≪ T rainSeparation(Y ,m ,v ) #Construct training
14 and validation data set
15 ẎT ∈ Rm∗n , ẎV ∈ Rv∗n ≪ derivative(YT ,YV ) #Compute derivative matrix
16 YT ∈ Rm∗d ≪ variables(YT ,ẎT ,D) #Construct augmented measurements
17 YV ∈ Rm∗d ≪ variables (YV ,ẎV ,D) #Construct augmented measurements
18 for i ∈ [1, 2, ..., m] do #For each sample in the training setti, compute:
19 Ci

T ∈ Rk ≪ cluster (YT ,YT (i, :) ,k ) #Cluster ksamples from YT ∀YT (i, :)
20

21 Ci
V ∈ Rk ≪ cluster (YV , c e n t r o i d (YT (Ci

T , :)) ,k ) #Cluster ksamples from YT ∀YT (i, :)
22

23 Θi ∈ Rm∗p ≪ library (YT (Ci
T , :)) #Generate library containing pfeatures

24 for j ∈ [1, 2, ..., r] do #Search over sparsification parameterλ
25 Model(j) ≪ SINDy (ẎT (Ci

T , :), Θi, λ(j))
26 #Identify sparce features & model
27 for s ∈ [1, 2, ..., K] do #Calculate errorfor each point in cluster
28 Z ∈ Rq∗n ≪ simulate(Model(j)
29 YV (Ci

V (s), :), q ) #Simulate model
30 ZV ∈ Rq∗n ≪ find(YV , YV (Ci

V (s), :), q )
31 #Find validation time series
32 ts ≪ detectswitching (Z, ZV )
33 for l ∈ [1, 2, ..., n] do #Calculate error
34 Evariable(l) ≪

1
ts

∑︁ts

a=1 (Z(a, l) − ZV (a, l))2

35 #Avg. over time
36 end for
37 Eavg(s) ≪

1
n

∑︁n

l=1 Evariable(l) #Avg. over measurements
38 end for
39 k ≪ numberOfF reeP arameters (Model(j))
40 AICC(j) ≪ Compute AICC(Eavg, k, K)
41 end for
42 ∆AICC ≪ sort(AICC−min (AICC ) ) #Rank models by relative AICCscore
43 Π ≪ store (Model(∆AICC(r, jj) < 3)) #store models with support in library
44 end for
45 ind ≪ sort(frequency(Π)) #Sort models by frequency across clusters
46 returnΠ (ind) return the most frequent models
47 end begin

Il nuovo metodo di regressione sparsa ibrido di tipo supervised ha lo scopo di rico-
struire le equazioni di governo e identificare le superfici di discontinuità del sistema
ibrido fornendo come input il numero di discontinuità all’interno di regioni di ricerca
arbitrariamente ampie nello spazio degli stati. L’idea generale è quella di velocizzare
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2.3. Informed sparse regression framework

la scoperta del modello aggiungendo ulteriori informazioni note, che in questo caso
sono aree sconosciute dove dover cercare la presenza di discontinuità. Il metodo è
generale e può essere potenziato con ulteriori input basati sulla fisica del sistema.
Lo pseudo-code per la regressione sparsa informata è riportato in Algorithm 2.

Essendo l’approccio di identificazione basato sui dati, si racolgono misurazioni
(misurazioni dello stato del sistema) discrete di un sistema dinamico e le disponia-
mo nella matrice Y ∈ Rb∗n. I dati vengono quindi suddivisi in training e validation.
Un passaggio importante è definire il numero ottimale di dati discreti k che costitui-
scono ogni cluster (riga di codice 20). Il valore k corretto dovrebbe ridurre l’errore
fuori campione e mitigare l’impatto del rumore. Nel nostro approccio miriamo prima
a identificare gli switch tra i diversi campi vettoriali (inner for-loop 30-36), quindi
per ogni campo vettoriale identificato regrediamo il modello mediante regressione
sparsa standard (inner for-loop 45-53). Infatti, in questo modo, ogni modello può
poi essere ottenuto dal cluster più grande (il più grande k) possibile, cioè compren-
dente tutti i dati del campo vettoriale. Al contrario Hybrid-SINDy soffre nella stima
di k. Troppi pochi punti dati porteranno a un’identificazione errata, mentre k grandi
potrebbero includere un punto di switch in molti cluster e di conseguenza una nuova
identificazione errata poiché il cluster includerà dati provenienti da più campi vet-
toriali diversi. Questo effetto si presenta con un aumento improvviso dell’errore del
modello (riduzione supporto) e riduce efficacemente la risoluzione del’identificazione
del punto di switch. Inoltre, un grande k porta ad un aumento esponenziale del
tempo di calcolo. Quanto appena esposto è stato verificato mediante validazione e
di seguito viene riportato in Fig. 2.2.

Per quanto riguarda l’identificazione delle superfici di discontinuità, essa deriva da
un’analisi statistica implementata tramite regressione simbolica con dei micro-cluster
(i.e. micro-cluster) e una libreria rigida di modelli (righe di codice 22-38). Qui si
crea un micro-cluster locale per ogni punto nella regione indefinita (la regione in
cui è noto che si verificano uno o più true switch). Tale area indefinita può essere
più o meno ampia dipendentemente dalla conoscenza del sistema in questione. Su
ciascuno di questi cluster viene eseguita un’identificazione sparsa implementando
SINDy e sfruttando il sequentially thresholded least squares (vedi appendice A). I
modelli regrediti in questa fase non intendono cogliere la fisica del campo vettoriale
in cui vengono scoperti. Acquisiscono invece solo caratteristiche locali come pen-
denza, concavità (ad esempio forma a cuspide) o la loro capacità di essere fittate da
una certa funzione polinomiale. Questa caratteristica permette di costruire la libre-
ria non sulla base di conoscenze pregresse sulle dinamiche del sistema che si vuole
analizzare (sebbene queste possano aiutare), ma su una più semplice analisi della
geometria delle misure dei dati acquisiti, ad es. se mostra il tipo di discontinuità che
ha il sistema, o come si evolve in determinate regioni. Pertanto l’identificazione delle
superfici di discontinuità non richiede la conoscenza della fisica del sistema, sebbene
queste possano essere facilmente integrate per la sua assistenza. Una selezione intel-
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Figura 2.2.: Il grafico riporta la percentuale (codificata tramite la color bar) di suc-
cesso nell’identificazione da parte dell’algoritmo SINDy del corretto mo-
dello della dinamica del sistema, utilizzando cluster di diverse dimen-
sioni e al variare della quantità di rumore presente nei dati di training
(immagine generata tramite l’Algorithm 1).

ligente della libreria rientra in modelli semplici e rigidi che sono computazionalmente
più economici. I modelli rigidi sono sufficientemente raffinati per seguire l’andamen-
to dei dati nei campi vettoriali ma non sufficientemente accurati per ricostruire la
dinamica attraverso superfici di discontinuità.

A questo punto viene calcolato l’errore tra modello e dati di validazione con-
frontando il modello e la serie temporale di validazione (Z e ZV rispettivamente).
Attraverso il calcolo della varianza, cerchiamo salti nel trend dell’ errore applicando
la funzione matlab pre-costruità findchangepoints. Le caratteristiche che eviden-
ziano i principali cambiamenti nelle dinamiche possono in alternativa essere acquisite
tramite altre tecniche statistiche personalizzate o più complesse. Un approccio di-
verso potrebbe mirare a ridurre l’errata identificazione degli switch. Quest’ultimo
richiede che la singola varianza sia accoppiata ad un valore di errore di soglia al di
sotto del quale non consideriamo i salti nel micro-cluster locale aventi un significato
fisico particolare. I salti rappresentano possibili punti di switch (Cswitch(nn)). Ci
saranno molti falsi switch che devono essere eliminati. Per verificare la validità dello
switch, il modello locale ottenuto viene eseguito e confrontato più volte da diverse
condizioni iniziali spostate tra loro di un passo temporale (matrice di Hankel). Le
false identificazioni che si verificano all’interno dei campi vettoriali sono distribuite
casualmente nello spazio delle fasi. L’identificazione corretta è densa con più occor-
renze in una precisa posizione confinata (Ctrue−switch). Per estrarre i dati statistici,
la nuvola di possibili switch è clusterizzata (nel nostro caso utilizzando algoritmi
k-means). In questo modo, creando molti cluster, solo quelli più grandi, avendo
uno schema più compatto, rappresentano dei veri e propri switch. In altre parole, il
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clustering funziona come un filtro per eliminare gli outliers. Avvalendosi dell’AIC,
la selezione del modello con più supporto diventa automatica. Tuttavia, nel no-
stro lavoro abbiamo preferito non escludere alcun modello generato per effettuare
un’analisi più approfondita sull’influenza del vettore di sparsificazione. La routine
si conclude con la posizione delle superfici di discontinuità e dei modelli di maggior
supporto sui relativi campi vettoriali.

2.4. Applicazioni

Di seguito si applica l’algoritmo descritto nella sottosezione precedente con lo
scopo di validare al capacità del nuovo framework di ricostruire la dinamica di un
generico sistema ibrido attraverso la regressione sparsa di tipo supervised. Per la
validazione vengono utilizzati due applicazioni illustrative: 1) l’archetipo di un hop-
per schematizzato come un sistema massa molla, e ii) free/impact electromagnetic
energy harvester come caso esempio di sistema con discontinuità multiple.

2.4.1. Hopper Massa-Molla

Il modello minimale di un hopper massa-molla è descritto dal sistema

mẍ =
{︄

−mg, x > x0

−k (x − x0) − mg, x ≤ x0
(2.5)

dove x descrive la distanza fra la massa e la superficie dell’impatto. Nel Eq. (2.5) m

è la massa, g è la gravità, x0 è la lunghezza della modella indeformata con costante
di rigidezza k. Una rappresentazione schematica del sistema e delle sue dinamiche
viene mostrato in Fig. 2.3. L’hopper passa periodicamente tra una fase di contatto
della molla con il terreno e un fase di volo.
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Figura 2.3.: Fasi della dinamica e eventi di transizione per il sistema fisico del hopper
massa-molla. Parametri per le simulazioni: κ = 10
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Con riferimento alla notazione della Subsec. 2.2.1, si assuma y = {y1, y2} essere il
vettore adimensionale delle variabili dello spazio delle fasi con y1,2 la posizione e la
velocità dell’hopper, rispettivamente. Adimensionalizzando rispetto l’altezza della
molla si ha y1 = x/x0 e κ = kx0/m. Le derivate sono prese rispetto alla tempo
adimensionalizzato τ = t

√︁
kx0/m. Dall’ Eq. (2.5) si ottengono i seguenti campi

vettoriali di tipo smooth

f (y; no-fly) :=
{︄

y2

1 − κ (y1 − 1) ,
f (y; fly) :=

{︄
y2

−1
. (2.6)

La condizione di switch fra i diversi campi vettoriali è data dalla collisione dell’e-
stremita inferiore del hopper con il suolo. Tale fenomeno rappresenta uno zero della
event function

h (y; collision) := y1 − 1. (2.7)

con reset g (y; identity) := y che non modifica la variabile meccanica di stato ma defini-
sce un ulteriore segmento di orbitale il cui punto iniziale è l’ultimo del segmento pre-
cedente. La superficie di discontinuità dell’ Eq. (2.7) rappresenta un attraversamento
dello zero trasversale, i.e.

∂yh (y(t∗); collision) · f (y(t∗); ·) < 0 (2.8)

in cui t∗ è il crossing time, cioè l’istante di tempo in cui si ha il passaggio da un
campo vettoriale ad un altro. Diversamente, in condizione di attraversamento tan-
genziale la funzione Eq. (2.8) ha per soluzione la funzione nulla [74]. Questo scenario
di biforcazione non avviene nel presente esempio ammeno che il sistema non sia in-
finitamente rigido. Si campionano delle serie temporali dall’ Eq. (2.6) selezionando
dati provenienti dai dati di tre simulazioni caratterizzate da tre condizioni iniziali
diverse: y(0) = {(0.80, −0.10) , (0.78, −0.10) , (0.82, −0.10)}. In fine, la serie tem-
porale viene sporcata aggiungendo una distribuzione Gaussiana di rumore. I dati
risultanti di posizione e velocità compongono le matrici del set di training YT . Le
serie temporali di posizione e velocità sono mostrate in Fig. 2.4. Poi, i campioni
vengono etichettati come undefined (sconosciuti) o defined in accordo con le infor-
mazioni date sulle serie temporali. Come risultato lo spazio delle fasi viene splittato
in diverse regioni (vedi Fig. 2.4). La regione undefined è la regione che contiene la
superficie di discontinuità.
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Figura 2.4.: Dari collezionati dal sistema e "sporcati" con una distribuzione Gaus-
siana di rumore avente ampiezza ϵ. Le serie temporali di campioni sono
calcolate dall’ Eq. (2.6) simulando il sistema dalle condizioni iniziali
y(0) = {(0.80, −0.10) , (0.78, −0.10) , (0.82, −0.10)} for t = [0, 5]. I dati
YT vengono decomposti in defined e undefined. (a) noise magnitude
ϵ = 10−6; (b) ϵ = 10−6
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Figura 2.5.: Modello identificato del Hopper nello spazio delle fasi. La regressione
del modello è circa 103 volte più veloce dell’esistente algoritmo di [8]
(run time ≈ 22000 s utilizzando gli stessi dati riportati in Fig. 2.4 )
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Figura 2.6.: Performances dell’algoritmo di identificazione. La presenza del rumore
(ϵ) non intacca il tempo di calcolo computazionale del codice. Il run time
scala all’incirca linearmente con la quantità di dati forniti all’algoritmo
(YT ) e con la dimensione della regione undefined. Questo viene valutato
come rapporto percentuale tra la dimensione dell’intervallo della regione
undefined e l’intera dimensione dell’intervallo di dati

La matrice dei dati YT è utilizzata per addestrare l’algoritmo. Come primo step,
il codice identifica la superficie di discontiunità nel subcampo M , dopo di che, si
identificano i modelli. Dunque SINDy viene lanciato con un vettore di coefficienti di
sparsificazione per generare diversi modelli. La selezione del miglior modello viene
ottenuta tramite la valutazione del supporto (AICc assoluto) e della complessità
dei modelli, facendo utilizzo del fronte di Pareto. Le dinamiche recostruite per il
modello di training dell’hopper di Fig. 2.4 viene mostrato in Fig. 2.5.

Per analizzare le performance della identificazione informata, viene svolta un’a-
nalisi parametrica. Figura 2.6 valuta le influenze del rumore, dimensione di YT

(quantità di training data), e conoscenza della posizione della superficie di discon-
tinuità (% undefined area). L’analisi parametrica viene valutata come percentuale.
L’analisi parametrica viene valutata come rapporto percentuale tra la dimensione
dell’intervallo della regione undefined e l’intera dimensione dell’intervallo di dati.
Anche nei casi in cui praticamente non si ha quasi nessuna conoscenza della posizio-
ne dello switch, il tempo di esecuzione di identificazione del modello viene ridotto
drasticamente. Infatti, i risultati mostrano che con il nuovo approccio, grazie alla
separazione dei dati in defined/undefined, si ottiene un speed up dell’identificazione
del modello anche superiore a 3 ordini di grandezza rispetto all’approccio classi-
co che "va alla cieca" (undefined learning). Queste performance sono strettamente
legate al principio di funzionamento dell’algortimo, il quale permette di lavorare
con micro-clusters indipendentemente dal fenomeno analizzato. L’utilizzo di questi
micro-clusters permette al codice di preservare la propria velocità computazionale
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anche quando si deve lavorare con dinamiche molto complesse. Infatti, l’aumento
dello spazio delle possibili funzioni delle librerie e/o le dimensioni dei clusters porta
a un incremento esponenziale del tempo computazionale con un enorme quantità di
dati da dover tenere in store (Basti pensare che con l’AFM utilizzando HySINDy
la quantità di dati generati era nel ordine di diversi Gb di memoria). Da sottoli-
neare, che il run time scala all’incirca linearmente rispettivamente alla quantità di
dati elaborati dal codice. Questa proprietà permette di gestire enormi quantità di
dati (problema dei Big data) molto più efficientemente. Oltretutto, emerge anche
il fatto che la presenza di rumore ϵ non intacca in modo significativo la velocità
dell’algoritmo, come viene riportato in Fig. 2.6.
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Figura 2.7.: Effetto del rumore nella localizzazione della superficie di discontinuità.
Gli outliers sono riportati nell’ inset

Al di là delle performance, un punto chiave da valutare è l’abilità di identificare
le superfici di discontinuità con una sufficiente accuratezza. Una volta identificata
una libreria affidabile , il metodo mostra una grande robustezza al rumore come
mostrato in Fig. 2.7. Si osserva la presenza di alcuni outliers, i quali possono essere
evitati/eliminati con un tune migliore della libreria. Con una diversa strategia, l’ac-
curatezza con cui si determina gli switch point, già ottima, può essere ulteriormente
tramite una ricursione iterativa della informed sparse regression. In questo caso il
codice viene eseguito più volte, aumentando l’informazione sul sistema ogni volta,
e.i. restringendo la regione undefined. In fine, calcolando la mediana su un set di
switch si eliminano i rimanenti outlier.

2.4.2. Energy harvester

Come già sottilineato, l’identificazione informata e l’algoritmo di ricerca è poco
sensibile alla complessità del sistema ibrido, grazie all’impiego dei micro-cluster. Per
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verificare quanto appena esposto, si applica l’ informed regression per una più com-
plicata applicazione con due discontinuità, chiamata free/impact electromagnetic
energy harvester (FIEH) [65].

coil

Stroke S

- external vibration yi

Magnets spring

-�

- y6
x

Figura 2.8.: Free/impact electromagnetic energy harvester. I paremetri utilizzati
nelle simulazioni sono riportati nell’Appendice B

Nel FIEH, un magnete di massa M scorre liberamente per una distanza (corsa) S

all’interno di un frame cilindrico che è avvolto da delle bobine come rappresentato
in Fig. 2.8. Lo spostamento relativo del magnete è dato da z = y − yi, dove y è lo
spostamento assoluto della massa, mentre yi è l’input vibrazionale sul frame. A se-
guito di questo moto relativo, viene indotto attraverso le bobine un flusso magnetico
variazionale, il quale a sua volta induce una forza elettromotrice che mette in moto
le cariche sulle bobine (si genera elettricità). L’equazione del moto della magnete è
data da

Mÿ = (Ca + Ci + Ce) ż + ke

[︃
|z| − S

2

]︃
+ ż

|ż|
µMg = 0 (2.9)

dove µ è il coefficiente di attrito a secco, Ca,i,e sono rispettivamente lo smorzamento
dell’aria, meccanico e elettrico. In oltre il sistema è caratterizzato a tratti da una
forza elastica e uno smorzamento addizionale durante il contatto con i due fine corsa
del dispositivo:

ke =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
k, z > S/2
0, S/2 > z > −S/2

−k, z < −S/2
Ci =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C, z > S/2
0, S/2 > z > −S/2
C, z < −S/2

(2.10)

La forza elettrica indotta dal campo elettromagnetico che attraversa la bobina è
calcolata in accorodo con le leggi di Faraday. La procedura dettagliata è riportata
in [65]. Nel Eq. (2.9) il coefficiente di smorzamento elettrico è

Ce = µ0
2m2

4R

⎡⎣ n=N/2∑︂
n=−N/2

zn

[︄
2zn

2

(r2 + zn
2)5/2 − 3

(r2 + zn
2)3/2

]︄⎤⎦2

(2.11)

con zn = z + n (l/ (N − 1)) per un solo layer di una bobina elettrica di lunghezza
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l e N spire. Ancora un’altra volta, lasciamo che y = {y1, y2} rappresenti il vettore
delle variabili adimensionali dello spazio delle fasi, con y1 = y − yi e y2 = ẏ1. Per
il FIEH, i regimi dinamici sono impact-left, free, impact-right, con funzioni evento (event
functions)

hleft/right (y; impact- left/right) := y1 ± S/2. (2.12)

Le dinamiche ricostruite per il FIEH vengono mostrate in Fig. 2.9. Anche qui
(ancora una volta), i dati vengono decomposti in undefined e defined. Queste due
regioni possono sofrapporsi fra loro, in base all’informazione che si ha circa gli im-
patti multipli. Le regioni undefined sono evidenziate in grigio in Fig. 2.9. Il fatto
che l’algoritmo sia sviluppato puntando prima all’identificazione della superficie di
discontinuità, permette di addestrare SINDy con il più grande cluster utilizzabile.
Ciò permette il miglior utilizzo di tutti i dati disponibili e di regredire immedia-
tamente i modelli ottimali, anche in situazioni di un ridotto numero di dati e di
grande rumore (caratteristica ottima nel campo dei sistemi di controllo). Poiché
utilizziamo tutti i dati di uno specifico campo vettoriale, estraiamo tutte le possibili
informazioni fornite e soppesiamo opportunamente tutti i possibili outlier.

undefined region

undefined region

Figura 2.9.: Rappresentazione nello spazio delle fasi del modello del FIEH identi-
ficato dall’algoritmo. Qui, y1,2 sono rispettivamente la posizione e la
velocità relativa del magnete. In blu il moto libero del FIEH, mentre
in rosso e verde sono riportate rispettivamente le regioni di impatto a
destra e sinistra del framework del dispositivo. I dati YT sono statide
composti nel 39% in defined data e nel 61% undefined
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Figura 2.10.: Rappresentazione dell’evoluzione temporale del modello del FIEH iden-
tificatodal codice. Il codice dei colori utilizzato è lo stesso esposto in
Fig. 2.9. Validatione della (a) posizione e (b) della velocità del magne-
te identificate. Overfitting (of) e overthresholding (ot) portano ad una
non corretta identificazione (linea punteggiata). (c)-(d) estrapolazio-
ne della dinamica identificata a breve e lungo termine. La traiettoria
corretta è riportata nei grafici con linea tratteggiata

In Figura 2.10 viene riportata l’integrazione numerica delle dinamiche regredite.
Le sottofigure (a) e (b) mostrano la posizione e la velocità relativa del magnete
nel caso di regressione corretta, overfitted (OF, troppi termini attivi nella libreria) e
overthresholded (OT, troppi pochi termini attivi nella libreria, cioè troppi coefficienti
pari a zero). Le dinamiche del sistema ricostruito per molti periodi sono esposte nel
subplot (c) della Fig. 2.10 . Estendendo lo span temporale della predizione si incorre
in un ricorsivo accumulo di errore. Ciononostante, a parte lo shift infase, il fatto che
le dinamiche globali del sistema vengono preservate per un lungo periodo, è sintomo
che il modello è capace di catturare la fisica del problema.
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Figura 2.11.: Ranking dei modelli e confronto fra i coefficienti dei modelli identificati.
I colori sono codificati come in Fig. 2.9. (a) AICC=-2.68×105, (b)
AICC=-2.24×105,(c) AICC=-2.77×105, (d) AICC=-2.36×105

La Figura 2.11 riporta i coefficienti relativi ad un spefica libreria del modello. Uti-
lizzando il criterio dell’informazione, per ogni combinazione, il valore assoluto del
AICC viene calcolato con lo scopo di assegnare un rank ai modelli generati dall’al-
goritmo. E’ apprezzabile da rimarcare che il miglior modello tra quelli identificati, è
quello che bilancia la sparsità con la capacità di fittare i dati (Fig. 2.11 (c)). Sebbene
presentino un valore assoluto del AICC comporabile con gli altri modelli, i modelli
riportati nei subplot (a) e (b) incorrono nell’overfitting (OF), mentre la libreria in (d)
è un esempio di overthresholding (OT). Le dinamiche dei modelli appena descritti
sono riportati in Fig. 2.10 (a)-(b).

Si stressa l’importanza di ottenere/promuovere la sparsità nella procedura di ri-
costruzione del modello nel fronte di Pareto di Fig. 2.12. Modelli di libreria troppo
complessi contengono molti coefficienti non zero nello spazio delle possibili funzioni.
Ciò risulta in un estrema accuratezza nel fitting e nella prezione, in quello che è il
range dei dati che sono stati utilizzati nella fase di training per la determinazione
del modello. Però in questo caso, una previsione a lungo termine (al di fuori dello
span temporale dei dati di training) soffre risente della presenza di questi termini
addizionali. In altri termini, una libreria complessa fitta soltanto i dati di training,
cioè risolve soltanto un problema di bestfitting, incorrendo in un errata identifica-
zione della fisica del sistema (overfit). L’overthresholding, i.e. pochi termini attivi
nella libreria, porta anch’esso all’identificazione di modelli errati. Perciò, si dovreb-
be sempre puntare a raggiungere un compromesso tra errore nella predizione a lungo
e breve termine. Compromesso che in questo caso si trova ai minimi delle due curve
mostrate in Fig. 2.12.
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Figura 2.12.: Fronte di Pareto dei vari modelli regrediti dal sistema del FIEH. In
ordinata viene riportato la radice dell’errore quadratico medio tra il
modello e i dati calcolati fra le predizioni e i validation data. Nell’asse
dell’ascissa invece si ha il numero totale di coefficienti non-zero per i
modelli identificati. La previsione a breve termine calcola la divergenza
su un’orbita solo mentre la verifica a lungo termine fino a t = 16
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Algorithm 2. Informed hybrid sparse regression pseudo-code.
1 input : Y measurement data , D measurement variables for clustering ,
2 q validation time-series length , m # of data points in the training set ,
3 v # of data points in the validation set , λ sparsification values ,
4 f # of data points in the undefined training set , r # of manifolds ,
5 nn # of clusters to partition Xswitch , pp # of terms in r-th manifold library ,
6 var : Z model time series , ZV validation time series , p # of library terms ,
7 kk # of data in the manifolds , Xswitch vector of all possible switches ,
8 Ydef defined data manifolds , Ctrue−switch Cluster of true switches ,
9 Cswitch(nn) nn-th cluster of possible switches , k samples in each cluster ,

10 Eavg average error between model and validation data ,
11 output : xswitch discontinuity surface , Π models with most support
12 begin
13 YT ∈ Rm∗n , YV ∈ Rv∗n ≪ T rainSeparation(Y ,m ,v ) #Construct training
14 and validation data set
15 YM ∈ Rf∗n ≪ breakdown(YT ,M ) #Decomposition of YT into defined
16 and undefined data
17 YV ∈ Rm∗d ≪ variable(YV ,ẎV ,D) #Construct augmented measurements
18 for i ∈ [1, 2, ..., f ] do #For each sample in undefined data training set
19 Ci

M ∈ Rk ≪ cluster (YM ,YM (i, :) ,k ) #Cluster ksamples in YM ∀YM (i, :)
20 Θi ∈ Rf∗p ≪ library (YM (Ci

M , :)) #Generate library containing pfeatures
21 for j ∈ [1, 2, ..., r] do #Search over sparsification parameterλ
22 Model(j) ≪ SINDy (ẎM (Ci

T , :), Θi, λ(j)) #Identify sparce features & model
23 for s ∈ [1, 2, ..., k] do #Calculate errorfor each point in cluster
24 Z ∈ Rq∗n ≪ simulate(Model(j)
25 YM (Ci

M (s), :), q ) #Simulate model
26 ZV ∈ Rq∗n ≪ find(YM , YM (Ci

M (s), :), q ) #Find validation time series
27 for l ∈ [1, 2, ..., n] do #for each variable
28 Error(:, l) ≪ abs (Z(a, l) − ZM (a, l)) #absolute error vector
29 xswitch ≪ detectSwitching (Error(:, l))
30 #Find switching position ∀points in the evaluated cluster
31 Xswitch ≪ store(xswitch ) #Store all xswitchdetected
32 end for
33 end for
34 end for
35 end for
36 Cswitch(nn) ≪ kmeans(Xswitch ,nn) #Partition Xswitchinto nn clusters
37 Ctrue−switch ≪ highfreq (Cswitch(nn))
38 #Find clusters which contain the true switch by detect the biggest clusters
39 xswitch ≪ median(Ctrue−switch ) #Find switching position
40 Ydef ≪ manifold (xswitch, Ydef , Yundef ) #Construct the M − thmanifold
41 for r ∈ [1, 2, ..., M ] do #For each manifold in YT

42 Θr ∈ Rkk∗pp ≪ library (Ydef )
43 #Generate library that contains ppfeatures
44 Model(r, jj) ≪ SINDy (Ẏdef , Θr, λ(jj))
45 #Identify sparse features & model for different value of λ
46 K ≪ numberOfF reeP arameters(Model(r, jj))
47 #Calculate number of non zeros parameter
48 AICC(r, jj) ≪ ComputeAIC C(Eavg(YV ,Model(r,jj)), kk, K)
49 #Akaike information criteria
50 end for
51 ∆AICC(r, jj) ≪ sort(AICC−min (AICC ) )
52 #Rank models by relative AICCscore
53 Π ≪ store (Model(∆AICC(r, jj) < 3)) #store models with support in library
54 end begin
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Risultati

3.1. ML e AFM: comprensione fisica del problema

Nel presente capitolo si applica l’approccio di tipo data driven di cui si è discusso
nel capitolo precedente per poter automatizzare il processo di regressione del modello
dinamico di un AFM. Per la corretta applicazione dell’approccio ci sono 4 punti da
tenere in considerazione

• (i) Dati: Quanti e di che tipo di dati abbiamo bisogno;

• (ii) Coordinate: Quali variabili devo misurare;

• (iii) Libreria Θ: Quali termini descrivono la dinamica e come sceglierli;

• (iv) Ottimizzazione: Che algoritmi utilizzare.

Si è già discusso ampiamente dei punti (i) e (iv), mentre relativamente al nostro
specifico problema di applicazione il punto (ii) è superfluo in quanto si conosco già
quelle che sono le coordinate di interesse del sistema fisico. Dunque in questa sezio-
ne ci si focalizza sulla libreria Θ delle possibili funzioni che viene utilizzata per la
costruzione del modello. La scelta della libreria rappresenta un altro aspetto estre-
mamente importante. Infatti, la scelta della giusta libreria facilità la costruzione di
un modello più accurato e interpretabile, permettendo una più semplice estrazione
di quelle che sono le informazioni di interesse del sistema. E’ da rimarcare comunque
che il problema è sotto-vincolato e nonostante tramite le tecniche di regolarizzazione
(c.c.) (che nel nostro caso sono date dalle tecniche di promozione della sparsifica-
zione), risolvendo un problema di ottimizzazione si giunge ad un unica soluzione,
quest’ultima soluzione è pur sempre subordinata alla scelta della libreria (di termini
lineari e/o non lineari) che si va ad utilizzare in SINDy. Partendo dal presupposto
che non esiste un unica libreria che possa andare bene per regredire il modello, esi-
stono diverse possibili soluzioni al nostro problema di ottimizzazione. Dunque come
si è scelta la libreria dei termini candidati? La scelta è stata fatta partendo da quelli
che sono dei concetti generali. L’algoritmo SINDy (già ampiamente descritto) non è
altro che la generalizzazione di una regressione lineare, in cui la matrice Θ è la ma-
trice delle variabili. Dunque un requisito fondamentale che una buona libreria deve
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avere è quello di essere "ben condizionata" cioè deve essere caratterizzata da un con-
dition number non troppo elevato (condition number molto grandi come è evidente
potrebbero portare alla generazione di un modello divergente). Relativamente a ciò,
un aspetto a cui bisogna fare attenzione è che le funzioni della libreria dovrebbero se
possibile formare una base ortogonale (e.i. scelta di una base polinomiale), in quan-
to la presenza di componenti linearmente dipendenti fra loro (come potrebbe essere
sin x con x x3 x5) aumenterebbe il condition number. Da quanto si è osservato
in fase di implementazione, nel momento in cui si stia lavorando con un nuovo siste-
ma, si raccomanda nella costruzione di Θ di partire da librerie estramente semplici
(se possibile anche di tipo lineare applicando algoritmi di tipologia meno complessa
come la DMD (Dynamics Modes Decomposition)) e man mano aggiungere termini
alla libreria, sfruttando se possibile anche le conoscenze che si hanno sulla natura
del fenomeno che si sta analizzando. Nello specifico, nel nostro caso le funzioni di
Laurent (funzioni del tipo 1

(1 − x)n
) rappresentano dei componenti estremamente

interessanti per la costituzione della libreria vista la presenza di una superficie di
discontinuità. Sebbene queste funzioni sia ottime per descrivere matematicamente
il nostro sistema, sono a loro volta molto difficili da usare in quanto destabilizzano
il sistema (visto che sono funzioni di perse caratterizzate da un condition number
elevato in regioni prossime alla discontinuità). Un ultimo aspetto che è stato curato
nella costruzione della libreria è stato quello di integrare nello spazio delle possibili
funzioni (in cui vive la libreria Θ), funzioni le quali siano associabili a fenomeni dis-
sipativi in grado di fornire stabilità al sistema regredito, come ad esempio funzioni
legati al damping non lineare come ẋx2 (tale approccio può essere applicato solo se
si ha un certa conoscenza fisica del sistema).

3.2. Applicazione del framework Informed HySINDy
all’AFM dinamico

Come esposto il metodo utilizzato è basato sui dati, per cui come primo step si
è acqisità una certa mole di dati proveniente da prove sperimentali. Sia per motivi
legati alla necessità di validare il modello, sia per altri motivi che verrano esposti in
seguito, sono state codotte più prove sperimentali con diverse condizioni al contorno.
Nello specifico le diverse prove sperimentali sono state condotte per diversi valori
di ampiezza dell’oscillazione; In Fig.3.1 vengono riportati i dati relativi alla fase di
oscillazione stabile del sistema, ottenuti dalle diverse prove, dopo essere stati trattati
con diversi filtri per l’eliminazione del rumore, vista l’estrema sensibilità del sistema
in esame ai disturbi esterni (rumore ambientale).

Tutte le orbite mostrate vengono percorse in senzo orario durante evoluzione del
sistema nel tempo. Si osserva che aumentando l’ampiezza di oscillazione (spostando-
mi dal subplot (a) a (c)) il sistema diventa sempre meno smooth. Nelle orbite meno
smooth il sistema nel regime attrattivo è maggiormente influenzato dall’impatto con
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Figura 3.1.: Il grafico riporta nello spazio delle fasi i dati acquisiti nelle prove speri-
mentali e successivamente filtrati, per quattro ampiezze di oscillazione
diverse: (a) 100 [nm]; (b) 150 [nm]; (c) 200 [nm]; (d) 250 [nm]. I
dati riportati sono relativi all’orbita stabilizzata (si ommette la quota
parte di dati in cui si ha un transiente). Con linea nera tratto punto
viene rappresentata la superficie di discontinuità del sistema, data dalla
distanza intermolecolare a0.

il campione, in quanto nel problema alle condizioni iniziali si ha un allontanamento
da quelle che sono le condizioni di funzionamento del sistema libero (il sistema ogni
volta che percorre la sua orbita nello spazio delle fasi, data la sua natura ibrida,
nella regione attrattiva parte sempre da condizioni iniziali lontane dal normale fun-
zionamento del sistema libero in assenza di discontinuità; tale differenza è tanto più
accentuata tanto più la struttura impatta con forza sulla superficie del campione,
cioè tanto più viene fatta oscillare con grandi ampiezze). Si presume dunque che
sarà molto più facile raccogliere informazioni sulla natura dell’impatto facendo lavo-
rare il sistema su un orbita maggiormente non-smooth (dunque su una dinamica con
un forte carattere non lineare). Tale ragionamento è stato poi verificato applicando
l’algoritmo sulle diverse orbite. Ciò che si è osservato infatti è che nell’istante in
cui il codice applica la regressione sparsa (nel nostro caso tramite il sequential least
square thresholding; Il ragionamento è naturalmente valido anche per altre tecni-
che di promozione della sparsità) risulta facilitato nell’dentificazione dalla presenza
di un orbita non-smooth per poter attivare dei termini nella libreria delle possibili
funzioni Θ, relativamente più complessi che permettono di catturare la complica-
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ta fisica del sistema. Tale aspetto risulta di estrema importanza, al fronte di una
dinamica più smooth relativamente semplice, l’algoritmo che promuove la sparsità
e quindi per un certo aspetto anche la semplicità del modello, identifica una dina-
mica che è molto più semplice di quella che dovrebbe in realtà identificare. E’ da
rimarcare infatti che sebbene il sistema esibisca nell’orbita (a) un comportamento
"semplice" nello spazio della fasi, la natura delle forze in gioco e quindi anche la
complessità del modello sono sempre le stesse, ciò che cambiano sono le condizioni
al contorno. Ci si è suffermati molto su questo aspetto, in quanto pone una aspetto
nell’impiego delle tecniche di machine learning estremamente interessante e cioè che
facendo lavorare i sistemi in modo tale da forzare quelle che sono le non linearità
che li caratterizzano, si aiuta l’algoritmo ad ottenere una più semplice e accurata
comprensione della vera fisica del sistema, evitando dei mesh up fra i vari termini
che posso portare alla miss-identification del modello. Questo aspetto si riflette an-
che nella scelta delle variabili da prendere in considerazione per l’applicazione del
codice (e.i. posizione, velocità, accelerazione, jerk, tensione etc.), cercando di predi-
ligere le variabili che manifestano in modo più evidente i fenomeni e le informazioni
che si stanno cercando di catturare tramite l’acquisizione dei medesimi dati. Per
quel che riguarda invece la zona repulsiva (distanza dalla superficie inferiore alla
distanza intermolecolare a0; distanza che cambia da materiale a materiale), questa
rappresenta la zona più problematica da cui regredire il modello. E’ estremamente
complesso estrarre un modello attendibile da tale zona, visto che il campo vettoriale
e quindi anche il modello (caratterizzato con la sua libreria di funzioni) del sistema
è composto da molti termini (più termini di quelli presenti nella regione attrattiva),
in quanto sono molte le informazioni contenute in tale regione. Infatti la regione
repulsiva contiene in essa anche informazioni relative al campione (e.i. il suo mo-
dulo elastico). Oltretutto a complicare ulteriormente l’identificazione del modello
subentra il fatto che la regione repulsiva ricopre una regione molto ristretta nello
spazio delle fasi (posizione-velocità del sistema), comportando come conseguenza il
dover lavorare con una ridotta quantità di dati (più propriamente ciò è dovuto al
fatto che a0 rappresenta una piccolissiva frazione dell’intera orbita del sistema, e in
più in tale zona si lavora con grandissime accelerazioni). Tutto ciò fa si che in tale
zona sia molto semplice incorrere nell’overfitting, compromettendo le informazioni
che possono essere estratte dal modello regredito. Un altro rischio sempre collegato
alle condizioni operative del dispositivo sopra menzionate, è quello di poter ottenere
un modello che sia troppo semplificato (anche poche funzioni potrebbero fittare i
dati) e dunque anche in questo caso non interpretabile e presumibilmente anche non
corretto. Riassumendo la zona repulsiva rappresenta un problema di regressione
molto lasco dal punto di vista dei modelli che possono fittare i dati, e questo fatto
si paga nell’effettiva capacità del codice di identificare un modello fisicamente valido
(nota: Nel subplot (c) si sottolinea la presenza di un dentino nella zona repulsiva,
quest’ultimo per quanto appena esposto rappresenta sicuramente un elemento di
supporto per l’identificazione del modello).
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Per poter appurare questo fatto si è cercato di calcolare la componente repulsiva
della forza, la quale è intimamente legata al modulo elastico del campione che si
vuole analizzare (vedi risultati riportati in Fig. 3.4). Tale analisi presenta tra l’altro
un riscontro pratico estremamente importante. Infatti, nell’eventualità che tramite il
modello regredito sia possibile identificare tale componete repulsiva sarebbe possibile
la diagnosi automatica real time (vedi Cap.2) di cellule tumorali. Nello specifico ciò
che si è fatto per cercare di raggiungere tale risultato è stato:

• (i) Regredire i modelli della dinamica del sistema, scritti nella variabile acce-
lerazione, per entrambe le due regioni repulsiva e attrattiva.

• (ii) Simulare il modello attrattivo all’interno della regione repulsiva. Questo
punto è stato inoltre utilizzato come ulteriore strumento di validazione, in
quanto in tali situazioni si forza il modello a lavorare in uno spazio delle fasi
diverso da quello di training (e di validità fisica del modello). Tra i vari check
concettuali fatti per verificare la valida del modello attrattivo, si è controllato
banalmente che la dinamica del sistema non divergesse nella regione repulsiva
e che al fronte di una simulazione prolungata la dinamica si stabilizzate su at-
trattore avente un orbita più piccola (nello spazio delle fasi) rispetto al sistema
ibrido.

• (iii) A questo punto essendo la componente repulsiva e il damping dovuto
al contatto, le uniche due componenti aggiuntive del modello repulsivo, si è
proceduto con la differenza fra i due modelli al fine di identificare i contributi
aggiuntivi nella regione repulsiva.

Nonostante gli ottimi risultati ottenuti nella regressione dell’orbita, ahimè a causa
della scarsa affidabilità del modello repulsivo non è stato possibile raggiungere ri-
sultati soddisfacienti. Dunque la problematica che è stata appena presentata nei
risultati ottenuti non è ancora stata risolta. Visto che dall’analisi svolta il problema
che si ha è lagato all’affidabilità del modello della regione repulsiva, nell’ottica di
risolvere questo inconveninte in successive analisi, si propone di vincolare tramite al-
goritmi di regolarizzazione più restrittivi il modello, integrando anche ulteriori cono-
scenza fisiche (e.i. si può cercare di identificare un unico modello partendo da dati di
più orbite aventi condizioni al contorno diverse, in modo da forzare l’interpretazione
fisica dei dati da parte del codice).

per l’estrema difficoltà nel regredire il modello nella zona repulsiva, non si è an-
cora riuscito ad ottenere dei risultati accettabili che permettano di valutare la forza
repulsiva. Ulteriori tecniche per forzare la comprensione fisica dei dati da parte del
codice è richiesta.

Di seguito i risultati dei modelli regrediti, rappresentati nello spazio delle fasi:
In Fig.3.2 si può riscontrare l’ottima capicità di fitting dei modelli regrediti. Non
sempre però come dovrebbe ormai essere ben chiaro, un modello che fitta bene i
dati è un modello valido. Si riporta per questo in Fig. 3.3 il comporamento del
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Figura 3.2.: Il grafico riporta nello spazio delle fasi con linea grigia tratteggiata i
dati di training del modello acquisiti nelle prove sperimentali e succes-
sivamente filtrati, per quattro ampiezze di oscillazione diverse: (a) 100
[nm]; (b) 150 [nm]; (c) 200 [nm]; (d) 250 [nm]. I dati riportati so-
no relativi all’orbita stabilizzata (si ommette la quota parte di dati in
cui si ha un transiente). Con linea continua blu e rossa vengono ripor-
tati rispettivamente la simulazione del modello attrattivo e repulsivo.
Mentre con linea nera tratto punto viene rappresentata la superficie di
discontinuità del sistema, data dalla distanza intermolecolare a0.

modello attrattivo (si rappreenta sia il comportamento nello spazio delle fasi, quello
della variabile accelerazione rispetto il tempo) simulato con continuità (quindi senza
considerare la discontinuità) per un lungo intervallo di tempo, in modo da poterlo
far lavorare anche nella regione repulsiva e vedere se il suo comportamento ha o
meno senzo fisico. Da quanto riportato in Fig.3.3 (a) si può osservare che il sistema
si stabilizza su un orbita di dimensioni maggiori e da quanto si può vedere anche
in (b) lo fa fin da subito. Sebbene da un lato sia fisicamente corretto che le prime
orbite percorse utilizzando il solo modello attrattivo, siano più ampie (oscillazioni
più ampie) delle orbite generate dal modello ibrido (basti pensare al fatto che se
all’improvviso scomparisse la superficie impattante il campione sarebbe libero di
compiere un movimento più ampio), non è detto che sia fisicamente corretto che
queste a parità di condizioni al contorno si stabilizzino su un orbita più grande per
quanto esposto nel Cap.1.

In fine di seguito viene presentata in Fig.3.4 un risultato esempio dell’approccio
per utilizzato per il calcolo della forza repulsiva esposto sopra.
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Figura 3.3.: Nella sottofigura (a) viene riportato nello spazio delle fasi l’estensione
della durata temporale del modello attrattivo. Analogamente in (b) si
riporta il medesimo fenomeno ma analizzando la variabile accelerazione
rispetto al tempo. Tutte le variabili considerate sono state rese adi-
mensionali. Nella presente figura si fa riferimento ad un’ampiezza di
oscillazione di 250 [nm].

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-3

-2

-1

0

1

2

(a)

0 2 4 6 8 10 12

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

(b)

Figura 3.4.: Il grafico riporta rispetto alla varibile tempo adimensionalizzata, il va-
lore dell’accelerazione lungo la direzione principale del moto oscillatoria
del micro-cantilever in corrispondenza della regione repulsiva, calcolato
tramite il modello repulsivo (linea rossa) e attrattivo (linea blu). La dif-
ferenza dei due valori di accelerazione viene riportata nella sottofigura
(b).

La differenza dei due valori di accelerazione del modello attrattivo e repulsivo
calcolata in corrispondenza del campo vettoriale della regione repulsiva (riportata in
Fig.3.4), ahimè rappresenta un valore ancora lontano dal valore reale, per cui ulteriori
sforzi devono essere svolti per poter rendere il codice utilizzato sufficientemente
efficace da poter essere utilizzato per risolvere problematiche come quella posta
dell’identificazione automatica real time di celle tumolari.
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Conclusioni

4.1. Conclusioni

In questa tesi viene esposta l’importanza e le potenziali di un AFM, sottolineando
quelle che sono le problematiche da risolvere per poterne fare un uso efficiente. La
regressione dei modelli costitutivi del microscopi risulta complessa e computazional-
mente dispendiosa. Sopprattutto, é di notevole difficolta’ l’identificazione dei vari
parametri che costituiscono le equazioni del moto del sistema, compresa la distanza
intermolecolare che definisce la posizione di switch da una regione attrattiva ad una
repulsiva e viceversa.

Per poter ovviare a tali problematiche, si ricorre ad un approccio basato sui dati,
dai quali grazie tecniche di machine learning possono essere estratte le informazioni
necessarie a ricostruire il modello della dinamica. Una nuova tecnica di ricostruzione
dei diversi set di equazioni di governo basata sui dati viene esposta. Un algoritmo
di regressione sparsa è utilizzato per identificare la superficie di discontinuità del
sistema ibrido dell’AFM partendo dalla conoscenza del numero di discontinuità pre-
senti. L’algoritmo mostra una dipendenza quasi-lineare rispetto alla quantità di dati
nella regione “undefined” dello spazio delle fasi che separa i diversi campi vettoriali.
Questa proprietà risulta estremamente utile per poter gestire grandi moli di dati cer-
cando di contenere il tempo di calcolo (specialmente in uno scenario di big data). La
tecnica di informed sparse regression, e’ testata per due casi esempio: i) un hopper
massa-molla e ii) un electromagnetic energy harvester. L’analisi suggerisce che l’al-
goritmo di ricerca della superficie di discontinuità e’ insensibile alla complessita del
sistema da dover regredire, permettendo al codice di lavorare efficientemente senza
tenere in conto la specifica applicazione e il numerodi discontinuità. Il rumore pre-
sente nei dati non modifica le performance computazionali nell’identificazione delle
condizioni di switch, le quali sono correttamente stimate sia nel regime di ridotte
quantità di dati, sia che in quello di grandi quantità.

Infine, l’algoritmo sviluppato (vedi Algorithm 2) e’ poi applicato a dati reali di
un AFM in regime tapping. Le prime identificazioni e ricostruzioni della dinami-
ca dimostra grandi potenzialita’ applicative. Grazie alla sua efficienza, l’approccio
presentato può essere implementato per l’identificazione rapida delle superfici di di-
scontinuità mentre vengono acquisiti dati in real time. In aggiunta, si prevede un
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significativo potenziamento delle performance attraverso la parallelizzazione del co-
dice. Infatti la struttura del codice con loop indipendenti multipli su una memoria
condivisa suggerisce un approccio multi-threading scalabile, ad esempio con routine
openMP.
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Appendice A.

Appendice

A.1. Data accessibility

Tutti i risultati computazionali esposti nella presente tesi sono riproducibili. I
codici utilizzati per la presente tesi sono disponibili su GitHub all’indirizzo che segue
https://github.com/nicon-tech/Informed-HySINDy

A.2. Tecniche di promozione della sparsità per
l’identificazione delle superfici di discontinuità

Qui di seguito viene dettagliato come l’algoritmo di ricerca delle discontinuità
lavora su un micro-cluster. Per ogni micro-cluster, tramite regressione di modelli
locali si descrive l’evoluzione di una variabile di stato rispetto le altre. Naturalmente
non è obbligatorio lavorare con tutte le variabili utilizzate per descrivere lo stato del
sistema. Infatti la selezione delle variabili di stato da utilizzare viene fatta con il solo
scopo di facilitare l’identificazione degli switch. L’approcio di regressione che viene
utilizzato si basa sul sequential least square thresholding, nel quale l’errore tra dati
e modello identificato viene minimizzato. La robustezza del metodo è strettamente
legata alla metrica utilizzata. La norma L1 pesa l’errore dell’intero modello (errore
tra tutti i dati e modello regredito) implementando la somma assoluta dell’errore
locale (errore tra i singoli dati e modello regredito). Diversamente, la norma L2
valuta l’errore come radice quadrata della somma del quadrato dell’errore locale.
Ciò rende la norma L2 più sensibile ai salti (cambiamenti improvvisi nel campo
vettoriale, outlier) nei dati, che possono alterare l’affidabilità, la precisione e la
robustezza del modello locale da regredire. Poiché la ricerca della superficie di
discontinuità dipende dalle proprietà locali, la metrica può definire il successo o
il fallimento della regressione. All’interno dei micro cluster in cui si verificano gli
switch, presumibilmente si sperimentamo dati provenienti da diversi campi vettoriali.
In un approccio a norma L1 possono essere regrediti dei modelli dai micro cluster
che sono poco influenzati dalla presenza di dati appartenenti a un campo vettoriale
diverso (se questi sono pochi dati) da quello contenente la maggior parte dei dati
del micro cluster. Per evidenziare meglio l’influenza della metrica, riportiamo in
Fig. A.1 un problema di regressione lineare, Ax1 = x2, per dati campione con
una distribuzione di rumore bianco gaussiano con norma L1- e L2-. Dove x1 e x2
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rappresentano due variabili di stato del sistema generiche. I valori degli outlier
sono rappresentativi di dati appartenenti a un campo vettoriale diverso da quello
dominante nel micro-cluster, quindi in questo caso la norma L1 risulta essere una
metrica più precisa e sensibile.
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2

Figura A.1.: Analysis of sparsity promoting techniques to detect switching on L1-
and L2- metrics

A.3. Parametri utilizzati per la simulazione del sistema in
Sec. 2.4.2

I dati di training per il FIEH sono ottenuti con i parametri in Tabella A.1.

Parametri Simboli Valori Unità
magnet mass M 0.03 kg
air damping coeff. Ca 0.02 Ns/m
spring viscous damping coeff. C 1 Ns/m
magnetic moment m 50 Am2

vacuum permeability µ0 4 π 10−7 N/A2

coil mean diameter D 0.021 m
coil length L 0.05 m
total number of turns N 75 −
coil resistance R 0.984 Ω
FIEH stiffness κ 196 N/m
stroke S 0.03 m
friction coeff. µ 0.2 −
gravity acceleration g 9.81 m/s2

excitation amplitude Yi 0.01 m
excitation frequency ω 12π Hz

Tabella A.1.: Parametri utilizzati nell’Eq. (2.9)
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