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1 Introduzione

L’obiettivo del presente elaborato di laurea sta nel comprendere totalmente la

dinamica di un cilindro eccentrico che rotola lungo un piano inclinato (eccen-

trico perché il centro geometrico non coincide con il centro di massa).Lo studio

inerente al cilindro viene ricondotto, in alcune sezioni, ad un problema bidi-

mensionale equivalente: moto del disco che rotola lungo un piano inclinato.

Si analizzeranno 3 differenti casi di moto: Puro rotolamento, rotolamento con

strisciamento e moto libero dopo il salto (Jumping). L’obiettivo del lavoro è

trovare le condizioni per cui si possa passare direttamente dal puro rotolamento

al moto libero dopo il salto senza il moto intermedio di contatto senza puro ro-

tolamento. Il seguente scritto sarà costituito da 3 sezioni: una prima parte che

permette di riprendere alcuni concetti teorici di base fondamentali per capire

il problema; una seconda parte che avrà come fine ultimo lo studio del moto

dell’oggetto sul piano orizzontale e successivamente sul piano inclinato ed alcuni

studi eseguiti su di esso; la terza e ultima parte sarà interamente dedicata alla

discussione delle condizioni per cui si può avere salto non preceduto da striscia-

mento.L’attività di tirocinio è stata svolta presso il DIISM (Dipartimento di

Ingegneria Industriale e Scienze Matematiche) dell’Università Politecnica delle

Marche sotto la supervisione del Professore Marco Coco che ha rivestito il ruolo

di tutor aziendale ed accademico.
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2 Preliminari teorici

Nel capitolo 2 verranno introdotti e analizzati dettagliatamente alcuni concetti

teorici che fungeranno da base per le successive sezioni, tra i più importanti:

equazioni cardinali per un corpo rigido, definizione di vincolo,studio dei vincoli

ideali di contatto e dissipativi,attrito.

2.1 Equazioni cardinali per un corpo rigido

Si consideri un corpo rigido di massa m; sia P0 il suo centro di massa e sia

P0(x′,y′,z′) la terna principale d’inerzia con origine in P0. Le equazioni cardinali

della dinamica per un corpo rigido risultano essere

ma0 = Re (1)

K̇(P0) = Me(P0) (2)

dove Re e Me(P0) sono la Risultante ed il Momento Risultante delle forze

esterne rispetto al centro di massa,proiettando lungo le tre direzioni cartesiane

la prima equazione cardinale della dinamica si ottiene

mẍ = Re
1 (3)

mÿ = Re
2 (4)

mz̈ = Re
3 (5)
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2.2.4 Vincoli dissipativi e attrito

In conclusione del capitolo sui ”Preliminari teorici” verrà trattata quella ti-

pologia di vincoli chiamati dissipativi. Il vincolo di contatto è definito come

vincolo scabro. Per mezzo di osservazioni empiriche si è giunti alla conclusio-

ne che sia la parte tangente ϕt che la componente normale ϕn debbono soddisfare

la disuguaglianza di Coulomb-Marin

|ϕt| ≤ µs|ϕn| (7)

dove µs è una quantità adimensionale, detta coefficiente d’attrito stati-

co.In condizioni dinamiche la disuguaglianza non viene più rispettata e l’equa-

zione (7) diventa

ϕt = −µdϕn (8)

dove µd è definito coefficiente di attrito dinamico.

3 Studio del moto di un disco su un piano oriz-

zontale e sul piano inclinato

In questo capitolo verrà approfondito il movimento di un disco che rotola senza

strisciare su una guida fissa orizzontale e successivamente inclinata.Al centro del

comportamento di un sistema di rotolamento c’è l’interazione tra la componente

normale e tangenziale della forza d’attrito. Per un disco perfettamente bilancia-

to, la reazione vincolare normale alla superficie è semplicemente una funzione

della forza peso e dell’angolo della superficie, di conseguenza, un disco simme-

trico può rotolare con o senza strisciamento. Al contrario ,un disco sbilanciato o

eccentrico ha una forza normale che dipende dal moto del sistema stesso. In ac-

cordo con questo fatto, si è notato,col passare del tempo, che un disco con massa

non bilanciata mostri un’ampia gamma di comportamento. Il comportamento
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di un disco o di un cerchio sbilanciato in massa fu originariamente notato nel

1953 da Littlewood [1]: Littlewood [1] affermò che un cerchio privo di massa con

una massa puntiforme aggiunta striscia prima di saltare..Il primo a rivisitare il

problema del cerchio eccentrico posto da Littlewood fu Tokieda [2] nel 1997, che

sostenne che un cerchio eccentrico rigido salterà anche se costretto a rotolare

senza strisciare. Confutazioni effettuate da Pritchett [3] nel 1999, Theron [4] e

Yanzhu [5] hanno superato le ipotesi di Tokieda [2] e hanno affermato che un

disco eccentrico deve violare la condizione antistrisciamento prima del salto. In

altre parole, il consenso tra i rispondenti a Tokieda [2] è che quando la forza

normale si avvicina allo zero (cioè una condizione necessaria per il salto ma

non suffciente), cos̀ı fa la forza d’attrito statico. Pertanto, non ci sarà più for-

za sufficiente per mantenere il rotolamento senza strisciamento. In seguito agli

studi di Tokieda, le indagini di Gomez suggeriscono che un disco asimmetrico

di massa ha tre regimi di comportamento dinamico qualitativamente distinti:

rotolamento senza strisciamento, rotolamento con strisciamento e moto libero

dopo il salto. Inoltre, , Pritchett [3] e Theron [4] notarono che lo strisciamento

poteva manifestarsi come slittamento o rotazione. Lo slittamento è quando la

velocità del centro geometrico è maggiore della velocità angolare scalata dal rag-

gio. Al contrario, la rotazione è quando la velocità angolare in scala è maggiore

rispetto alla velocità del centro geometrico. Questi due regimi di strisciamento

descrivono le due possibili direzioni di moto relativo tra il punto di contatto e

la superficie, e di conseguenza le due direzioni della forza d’attrito.

11



Figura 1: Disco che rotola su un piano orizzontale

3.1 Disco che rotola senza strisciare su una guida fissa

orizzontale e inclinato

In riferimento alla figura (1), si sceglie un sistema di riferimento O(x,y) solidale

con la guida, la posizione del disco è assegnata dalle coordinate (x,y), dalla

posizione del baricentro G e da un angolo di rotazione antioraria θ. Per garantire

il soddisfacimento del vincolo di puro rotolamento senza strisciamento si deve

trovare una relazione che lega la coordinata x del disco con l’angolo di rotazione,

quindi si impone che la velocità del punto di contatto C sia nulla (questo equivale

a dire che l’atto di moto del disco sia rotatorio intorno al punto C e assume il

ruolo di centro di istantanea rotazione).Dopo aver introdotto i versori i e j

paralleli agli assi coordinati e k= i∧j posso scrivere che:

v(G)=ẋi e ω=-θ̇k ed indicato il vettore (G-C)=-Rj, usando la formula

fondamentale del moto rigido si può scrivere che

v(C) = v(G) + ω ∧ (G− C) = (ẋ−Rθ̇)i (9)
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La condizione vc=0 C è centro di istantanea rotazione), permette di ottenere

una relazione di proporzionalità tra la velocità di avanzamento del disco e la

velocità di rotazione del disco.

ẋ = Rθ̇ (10)

Integrando si ottiene la seguente espressione

x = Rθ + cost (11)

Preso un punto P qualsiasi del disco la velocità che esso possiede è perpen-

dicolare al vettore (C-P ), di orientamento coerentemente deducibile con ω e

di intensità proporzionale alla distanza da C. In vista di molte applicazione è

opportuno andare ad analizzare le velocità che competono al centro G e ad un

punto H diametralmente opposto a C; posto il raggio R allora la velocità del

centro è parallela alla guida fissa e di intensità pari ad ω R mentre nel punto H

si avrà una velocità doppia.
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Figura 2: Disco che rotola lungo un piano inclinato

Si supponga che,in presenza d’attrito il disco rotoli senza strisciare e rispetti

quindi la condizione di puro rotolamento

ẋg = Rθ̇ (12)

Le forze che agiscono sul disco sono: forza peso mg applicata in G (centro

di massa del disco) e la reazione vincolare ϕ applicata nel punto di contatto con

la superficie d’appoggio.

Dalla prima equazione cardinale della dinamica si può visualizzare che

mẍg = mg sinα+ ϕt (13)

mÿg = −mg cosα+ ϕn (14)

dove α è l’angolo di inclinazione del piano inclinato.

L’ipotesi di puro rotolamento richiede la presenza di una ben precisa com-

ponente d’attrito, dalla Legge di Couloumb-Marin assegnato µs coefficiente di

attrito statico , la componente d’attrito deve soddisfare |ϕt| ≤ µs|ϕn| e nel caso

che segue

µs >
tanα

3
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Qualora il coefficiente d’attrito non sia sufficientemente grande da garantire

l’equilibrio del disco, allora si deve abbandonare l’ipotesi del puro rotolamento

e studiare il moto usando la versione dinamica della legge di Coulomb-Marin.

3.1.1 Rotolamento con strisciamento

Facendo riferimento alla figura (2),se (10) non viene più soddisfatta allora le

due incognite cinematiche xg e θ non sono più legate dalla relazione precedente

(12).Le equazioni cardinali della dinamica assumeranno la forma

mẍg = mg sinα− µd|ϕn|

mÿg = −mg cosα+ |ϕn|

Essendo il punto di contatto non fermo risulta opportuno introdurre una

nuova grandezza definita come velocità di strisciamento. Definiamo velocità

di strisciamento la componente orizzontale della velocità nel punto di contatto,

usando la formula fondamentale dei corpi rigidi si può scrivere

vK = vg + ω ∧ (G−K) = ẋg −Rθ̇

3.2 Alcuni esempi di studio del moto del disco che rotola

su un piano inclinato

Nel corso della storia fu Tadashi F.Tokieda [2],che,dopo Littlewood [1] nel

1997 andò ad analizzare le possibili condizioni di salto di un disco con un punto P

nel bordo di massa m che rotola lungo un piano orizzontale.Il quesito che Tokieda

si pose fu ” Quali sono le condizioni affinché si verifichi il salto?”. L’approccio

utilizzato per dimostrare le sue ipotesi fu di calcolare la forza che il cerchio

esercita contro il pavimento nel punto di contatto e verificare che diventi negativa

dopo che il cerchio ha compiuto una rotazione di π
2 . L’approccio funziona, ma

difficilmente spiega perché il cerchio dovrebbe saltare.Secondo Tokieda [2] se il
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disco mantiene il contatto con la superficie d’appoggio, allora un punto P che

si trova sul bordo del disco si muove lungo una cicloide.
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Figura 3: Disco Tokieda [2]

In riferimento alla figura (3),chiamando g l’accelerazione di gravità ed R il

raggio del disco allora si possono scrivere le equazioni dell’energia cinetica

T =
m

2
(ẋ2 + ẏ2) −

m

2
v20

e potenziale

per il principio di conservazione dell’energia si può scrivere che

Ei = Ef = Ti + Ui = Tf + Uf =
m

2
(ẋ2 + ẏ2) +mgy =

m

2
v20 +mg2R (15)
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dove v0 è la velocità iniziale del disco che, per semplicità, imponiamo essere

nulla.

Lungo la cicloide si ha che

x(t) = Rθ(t) +R sin θ(t) (16)

y(t) = R+R cos θ(t) (17)

sviluppando le derivate prime si ottiene

ẋ = Rθ̇ +Rθ̇ cos θ (18)

ẏ = −Rθ̇ sin θ (19)

sostituendo queste ultime due espressioni nell’espressione (15) viene fuori

un’espressione del tipo

m

2

[

(Rθ̇ +Rθ̇ cos θ)2 + (−Rθ̇ sin θ)2
]

+mg(R+R cos θ) =
m

2
v20 +mg2R (20)

svolgendo i calcoli con l’obiettivo di isolare il termine θ̇2

m

2

[

R2θ̇2 +R2θ̇2 cos2 θ + 2R2θ̇2 cos θ +R2θ̇2 sin2 θ
]

+mgR+mgR cos θ =
m

2
v20 +mg2R

m

2

[

R2θ̇2 +R2θ̇2 + 2R2θ̇2 cos θ
]

+mgR cos θ =
m

2
v20 +mgR

si ottiene

θ̇2 =
v2

0

2 + gR(1 − cos θ)

R2(1 + cos θ)

sviluppando la derivata seconda a partire dall’equazione (19) si ottiene che

ÿ = −Rθ̇2 cos θ −Rθ̈ sin θ (21)
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sostituendo il termine θ̇2 nell’espressione (19) si ottiene

ẏ = −R sin θ

√

v2

0

2 + gR(1 − cos θ)

R2(1 + cos θ)
(22)

il disco salterà quando

ÿ(θ(t)) < g

allora si ha che

ÿ = −Rθ̇2 cos θ −Rθ̈ sin θ < |g|

In particolare quando v0=0 allora θ=π
2 [2]. Se le condizioni imposte da

Tokieda [2] sono strettamente rispettate, allora il disco non effettuerà il sal-

to.Nell’articolo [3] si considera un disco rigido circolare di raggio R e massa M

che, inizialmente rotola senza strisciare. Preso un sistema di riferimento O(x,y)

solidale con la superficie d’appoggio, le 2 coordinate x(t) e y(t) del centro del

disco (si ipotizza coincidente con il centro di massa) e l’angolo di rotazione θ(t)

devono rispettare 3 condizioni:

1. Se il disco è rigido e non soggetto a nessuna deformazione nel momento in

cui compie il moto di puro rotolamento sarà valida la relazione:

(x(t) − xc(t))
2 + (y(t) − yc(t))

2 = R2

2. Poiché si presume che, anche la superficie di appoggio sia rigida, l’altez-

za verticale del disco deve soddisfare yc(t) fintanto che quest’ultimo e la

superficie sono in contatto.

3. Finché non c’è strisciamento, la posizione del centro del disco e la coordi-

nata angolare θ(t) sono correlate dalla relazione xc(t)=Rθ(t)

Questi tre vincoli implicano che fintanto che il disco rotoli senza strisciare

lungo la superficie di appoggio, il centro di massa del sistema si sposta una

cicloide accorciata, nota anche come trocoide, in cui le equazioni sono
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x(t) = Rθ(t) +R sin θ (23)

y(t) = R+R cos θ (24)

Ogni vincolo è mantenuto da una forza corrispondente, in particolare, vincoli

2 e 3 derivano dalla forza di contatto tra il disco e la superficie di appoggio: la

condizione yc(t)=R è mantenuta dalla cosiddetta componente normale , cioè la

componente della forza di contatto che agisce perpendicolarmente alla superficie,

mentre il vincolo di ”non strisciamento”, xc(t) = Rθ(t), è mantenuto dall’attrito,

cioè dalla componente della forza di contatto che agisce parallelamente alla

superficie. Andando a scrivere la prima equazione cardinale della dinamica si

ottiene

M ¨x(t) = ϕt (25)

M ¨y(t) = ϕn −Mg (26)

dove g, ϕn e ϕt sono,rispettivamente, l’accelerazione di gravità , la com-

ponente normale e tangenziale della forza d’attrito. Quando il disco perde il

contatto con la superficie di appoggio, (ϕn e ϕt = 0), le equazioni di Newton

descrivono una traiettoria parabolica e la componenti normale e tangenziale

della forza d’attrito si annullano e la seconda equazione cardinale della dinami-

ca assume la forma θ̈(t)=0. Pertanto, il disco ruota semplicemente attorno al

suo centro di massa con una velocità angolare costante e pari alla sua velocità

angolare nell’istante in cui le forze di contatto tendono a zero. Allo stesso mo-

do, le equazioni che descrivono il moto traslatorio del centro di massa,cioè le

equazioni di Newton, si riducono alle equazioni per un corpo in caduta libera

con un’accelerazione costante verso il basso. Questo simultaneo movimento di

rotazione e caduta libera continua fino a quando l’altezza yc(t) del centro del

cerchio decresce nuovamente a R, momento in cui ϕn acquisisce un valore positi-
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vo. L’equazione di governo che descrive simultaneamente il moto di traslazione

e rotazione è espressa dalla seconda legge della dinamica nella forma

I

M
θ̈ = ϕn(x(t) − xc(t)) − ϕty(t) (27)

dove I è il momento d’inerzia del disco. Sviluppando le derivate delle equa-

zioni (23) e (24)

ẋ(t) = Rθ̇ +Rθ̇ cos θ (28)

ẏ(t) = −Rθ̇ sin θ (29)

,

la derivata seconda risulta essere

ẍ(t) = Rθ̈ +Rθ̈ cos θ −Rθ̇2 sin θ (30)

ÿ(t) = −Rθ̈ sin θ −Rθ̇2 cos θ (31)

Sostituendo queste ultime due equazioni (25) e (26) nell’equazione (27) si

ottiene l’equazione pura del moto

I

M
θ̈ = M

[

g −Rθ̈ sin θ −Rθ̇2 cos θ
]

(xc(t)−x(t))−M
[

Rθ̈ −Rθ̇2 sin θ +Rθ̈ cos θ
]

y(t)

(32)

Un approccio alternativo può essere l’equazione di conservazione dell’energia

dove si ha che

1

2
M(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
Iθ̇2 = Mgy(t) (33)

sostituendo i vari valori trovati in precedenza, l’obiettivo è isolare θ̇2

1

2
M

[

(Rθ̇ +Rθ̇ cos θ)2 + (−Rθ̇ sin θ)2
]

+
1

2
Iθ̇2 = Mg(R+R cos θ) (34)
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1

2
M

[

R2θ̇2 +R2θ̇2 cos2 θ +R2θ̇2 sin2 θ + 2R2θ̇2 cos θ
]

+
1

2
Iθ̇2 = Mg(R+R cos θ)

1

2
M

[

2R2θ̇2 + +2R2θ̇2 cos θ
]

+
1

2
Iθ̇2 = Mg(R+R cos θ)

il valore di θ̇2 può essere espresso nella seguente maniera

θ̇2 =
g

R

1 + cos θ

1 + 1
2I + cos θ

(35)

Tokieda [2] osservò che il salto doveva verificarsi al primo valore di θ(t)

per il quale si allontana la traiettoria parabolica del centro di massa in caduta

libera dalla traiettoria trocoidale imposta dal disco in rotolamento , ma, facendo

riferimento all’equazione (26) allora ϕn=0, per cui la componente normale della

forza di contatto tra i il disco e la superficie di appoggio tende a zero. Andando a

combinare le equazioni (35) , (26) e (24) si può esprimere il valore della reazione

vincolare ϕn ed ottenere la seguente espressione

ϕn = Mg −MRθ̈ sin θ −MR cos θ
g

R

1 + cos θ

1 + 1
2I + cos θ

(36)

nel momento in cui il disco salta , si ha che e ϕn=0, si va a ricercare a questo

punto il valore dell’angolo θ

0 = Mg −MRτ
g

R
τ

1 + τ

1 + 1
2I + τ

−MRθ̈ sin θ (37)

dove τ=cos θ , andando a sviluppare l’equazione del secondo ordine trovando

il corrispettivo valore di θ per cui il disco perde il contatto con la superficie

d’appoggio.Se effettivamente accadrà , il sistema avrà traslazione del centro di

massa lungo la traiettoria parabolica corrispondente alla caduta libera, le cui

equazioni sono

x(t) = x1(t) + ẋ(t− t1) (38)
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y(t) = y1(t) + ẏ(t− t1) −
1

2
g(t− t1)2 (39)

combinate alla rotazione attorno al centro di massa

θ = θ1 + θ̇1(t− t1) (40)

(x1,y1) e (ẋ1,ẏ1) sono rispettivamente la posizione e la velocità del centro

di massa all’istante di tempo t1 quando ϕn=0. Se a questo punto si vanno a

sostituire le equazioni (38) e (40) all’equazione (26) si può ottenere l’espressione

della coordinata yc al tempo t > t1. In questo modo, si arriva ad una visione

alternativa del perché il disco salta: sta semplicemente ruotando attorno al suo

centro di massa, mentre quel centro di massa cade liberamente sotto l’influenza

della forza peso. Questo significa che un istante dopo che la forza normale

tra il disco e la superficie va a zero, il centro del disco non si muove verso

l’alto, ma verso il basso, risultato che si sarebbe potuto ottenere altrettanto

bene calcolando l’accelerazione ÿc(t1). Pertanto, anche se in t1 la componente

normale della forza di contatto è istantaneamente zero, non può rimanere zero

per una durata non nulla. Questo è perché il centro del cerchio sta accelerando

verso il basso e la forza normale risulta positiva per far rispettare il vincolo 2 e

impedire che l’altezza del centro del disco non vada sotto R.

3.2.1 La dinamica di un disco eccentrico che rotola lungo un piano

inclinato secondo Theron

Theron [4], in tempi più recenti nel 2000,ha studiato il comportamento del

disco che rotola per un rapporto di massa tra la massa caricata sul bordo e il

totale compreso tra 0.5 e 0.8 e ha previsto angoli di salto compresi tra 3
2π e

2π . Andando a testare queste previsioni sperimentalmente [4] si scopre che il

modello di Theron è corretto e predice gli angoli ai quali il disco salta a differenza

di Littlewood [1] che,nel 1953, si presuppone gli angoli per la quale si ha il salto

del disco variano tra π
2 e 3

2π.
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Figura 4: Disco che rotola lungo un piano inclinato [4]

Theron ha studiato un disco perfettamente rigido con massa puntiforme sul

bordo. Il disco ha raggio R e rotola lungo un piano inclinato di un angolo

pari a α rispetto all’orizzontale. il punto P è la massa attaccata, θ è l’angolo

di rotazione e G rappresenta il centro di massa distante di una quantità ηR

rispetto al centro geometrico, definito il rapporto

η =
ma

mt

e C il punto di contatto tra la superficie e la rampa dove agiscono la forza

tangenziale e normale della forza di attrito. Le coordinate del centro geometrico

sono descritte da (X(t),Y (t)) mentre quelle del centro di massa sono identificate

da (x(t),y(t)). Il disco ha 3 gradi di libertà θ,X(t),Y (t) il vincolo di corpo rigido

impone che

x(t) = X(t) + ηR sin θ(t) (41)
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inevitabile.Il salto del può avvenire solo quando la derivata dell’accelerazione

verticale rispetto al tempo è positiva.
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Figura 6: Moto di puro rotolamento di un disco con punto di massa attaccato

[5]

Viene considerato un disco rigido di raggio R e massa m. Un punto P di

massa λm è attaccato all’estremità del disco, la massa totale del sistema risulta

essere m. Si denota con C il centro di massa del sistema e con O il centro

geometrico del disco rispettivamente con le coordinate (xc,yc) e (x,y) rispetto

ad un sistema di riferimento O(x,y). Indicando con θ l’angolo di rotazione del

disco ed il momento d’inerzia I=(1-λ2)mR2 e con N e F rispettivamente la

componente normale e tangenziale della forza d’attrito , le equazioni cardinali

della dinamica sono descritte dalle seguenti equazioni

mẍc = F (50)

mÿc = N −mg (51)

Iθ̈ = −F (x− xc) +Ny (52)

un’altra condizione da imporre risulta essere che il centro geometrico si

muova lungo una trocoide di equazione
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xc = x+ λR sin θ (53)

yc = y + λR cos θ (54)

Al fine di scrivere le equazioni cardinali della dinamica risulta utile sviluppare

la derivata prima e seconda

ẋc = ẋ+ λRθ̇ cos θ

ẏc = ẏ − λRθ̇ sin θ

ẍc = ẍ+ λRθ̈ cos θ − λRθ̇2 sin θ (55)

ÿc = ÿ − λRθ̈ sin θ − λRθ̇2 cos θ (56)

Per mantenere contatto con la superficie d’appoggio una condizione da im-

porre risulta essere y=R e dunque ÿ=ẏ=0.

Ora possono essere scritte le equazioni cardinali della dinamica nella forma

M
[

ẍ+ λRθ̈ cos θ − λRθ̇2 sin θ
]

= F (57)

M
[

−λRθ̈ sin θ − λRθ̇2 cos θ
]

= N −mg (58)

Iθ̈ = −M
[

ẍ+ λRθ̈ cos θ − λRθ̇2 sin θ
]

(x−xc) +My(g−λRθ̈ sin θ−λRθ̇2 cos θ

(59)

In condizioni di puro rotolamento si ha che al posto di x si sostituisce la

relazione x=Rθ e di conseguenza ẋ=Rθ̇ e ẍ=Rθ̈ e l’equazione (60) diventa

Iθ̈ = −M
[

Rθ̈ + λRθ̈ cos θ − λRθ̇2 sin θ
]

(x−xc)+My(g−λRθ̈ sin θ−λRθ̇2 cos θ

(60)
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al centro di massa C con velocità uniforme nello stesso tempo. L’accele-

razione del centro O è uguale alla somma dell’accelerazione gravitazionale

e l’accelerazione centripeta del punto O, il tutto può essere espresso come

ÿ(t1) = −g + λRθ̇2 cos θ1 (66)

Ciò significa che il disco non ha né velocità verticale né l’accelerazione

verticale, al fine di controllare la tendenza del moto è necessario calcolare

la derivata terza di y(t)

...
y (t) = −λRθ̇1

3
sin θ1 > 0 (67)

il centro O ha una tendenza a staccarsi dalla superficie d’appoggio e,

analogamente, compiere il moto verso l’alto , la disuguaglianza scritta in

precedenza risulta essere valida se

π < θ1 < 2π, θ̇1 > 0

Queste ultime due condizioni devono essere unite a 3
2π < θ1 < 5

2π e

|θ̇1| >
√

g
λR
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Figura 7: Traiettorie di fase [5]

In conclusione si può affermare che un disco con una massa puntiforme non

può mantenere un moto di puro rotolamento prima di saltare e uno slittamento

è inevitabile. Il disco non ha né velocità verticale né l’accelerazione verticale

nel momento in cui la componente normale della forza d’attrito tende a zero. Il

salto del disco può avvenire solo quando la derivata dell’accelerazione verticale

rispetto al tempo è positiva nello stesso tempo in cui il vincolo normale è uguale

a zero. I moti inerenti al puro rotolamento, rotolamento con strisciamento e

salto sono mostrati dalle traiettorie di fase in figura (7)

3.2.3 Studi sperimentali e Comparazioni numeriche

Nell’articolo [1] viene illustrata una serie di prove sperimentali utilizzate per

studiare il comportamento di un cilindro eccentrico (realizzazione fisica di un

disco eccentrico ) che rotola lungo un piano inclinato. La figura seguente mostra

un’illustrazione del sistema sperimentale e le relative dimensioni:
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Figura 8: Illustrazione di un cilindro che rotola lungo una rampa usato per le

prove sperimentali [1]
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Figura 9: rampa e cilindro rivestito in gomma [1]

mentre le figure (9(a) e (b)) mostrano un’immagine della rampa fabbricata

e del cilindro utilizzato durante le prove sperimentali. Il più alto punto della

rampa, è stato progettato per essere regolabile e consentire diversi angoli di

inclinazione.

Il cilindro eccentrico che risulta essere la realizzazione fisica del disco eccen-

trico è stato costruito da un grande tubo in PVC, lati stampati in 3D e una serie

di tubi in PVC più piccoli intercambiabili riempiti con masse diverse. I piccoli

tubi sono stati fissati sulla superficie interna del tubo grande con tappi terminali

stampati in 3D. Gli esperimenti sono stati eseguiti con la superficie esterna del

cilindro non rivestito e rivestito con un sottile rivestimento in gomma in mo-

do tale da aumentare il coefficiente di attrito statico e quindi ritardare l’inizio
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Figura 10: Screenshot dallo strumento di analisi video Tracker(a) ed Esempio

di dati sperimentali per un sistema simmetrico cilindro (blu) e un cilindro de-

bolmente asimmetrico (rosso) (b). [1]

dello scorrimento.L’ illustrazione dell’approccio di elaborazione delle immagini

utilizzato per tracciare il movimento del cilindro è mostrato nell’immagine che

segue (10): i marcatori sono stati posizionati al centro geometrico e nella po-

sizione della massa aggiunta. Il video è stato registrato a 240 fps utilizzando

una fotocamera da 12 MP e tutti i dati sono stati elaborati in Matlab. Per

ottenere una traccia della traslazione e della rotazione del disco lungo la ram-

pa,il processo richiede di definire un sistema di assi coordinati. La figura (10)

mostra il tracciamento delle coordinate nel sistema di riferimento del cilindro.

Un cilindro senza eccentricità è stato utilizzato come controllo per garantire che

la misurazione,il tracciamento e i metodi di elaborazione dei dati fossero validi.
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Figura 11: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la

posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0042 m) con coefficiente di attrito

µf = 0.35. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la

velocità di un cilindro eccentrico (e = 0.0042 m) con coefficiente di attrito µf

= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento è avvenuto a t = 0.985

s e il primo salto è avvenuto a t = 1.832 s. [1]
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Figura 13: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la

posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito

µf = 0.25. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la

velocità di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito µf

= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento è avvenuto a t = 0.595s

ed il primo salto è avvenuto a t = 1.019s. [1]
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Figura 14: (a) Confronto delle misurazioni sperimentali con le previsioni nume-

riche nel piano di fase per posizione di un cilindro con e = 0.0120 m e µf =

0.25. (b) Confronto delle misurazioni sperimentali con previsioni numeriche nel

piano di fase per la velocità di un cilindro con e = 0.0120 m ed µf = 0.25 [1]
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Figura 15: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la

posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0168 m) con coefficiente di attrito

µf = 0.25. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la

velocità di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito µf

= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento è avvenuto a t = 0.617

s ed il primo salto è avvenuto a t = 1.019 s. [1]
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Figura 16: (a) Confronto delle misurazioni sperimentali con le previsioni nume-

riche nel piano di fase per posizione di un cilindro con e = 0.0168 m e µf =

0.25. (b) Confronto delle misurazioni sperimentali con previsioni numeriche nel

piano di fase per la velocità di un cilindro con e = 0.0168 m ed µf = 0.25 [1]

4 L’effetto di salto di un cilindro eccentrico che

rotola lungo un piano inclinato

In questa sezione verrà analizzato [6] il problema principale della tesi, cioè :”è

possibile passare dal moto di puro rotolamento del cilindro al moto libero dopo il

salto senza passare per il moto intermedio di rotolamento con strisciamento?”.

Al fine di rispondere in maniera precisa, risulta di fondamentale importanza

capire la fisica dell’oggetto in esame: il sistema fisico è costituito da un cilindro

eccentrico (il centro di massa si trova ad una distanza d dal centro geometrico) di

massa M e raggio R che percorre un piano inclinato con attrito. Quest’ultimo è

inclinato di un angolo pari ad α rispetto all’orizzontale. Il moto di rotolamento

del disco è descritto dall’angolo θ. Nella sezione precedente è stato studiato

quali fossero le possibili condizioni di salto di un disco su un piano orizzontale
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e inclinato, in questa sezione,invece, si andrà a derivare i possibili moti che il

cilindro può effettuare e vedere quali sono i criteri per passare da uno stato

all’altro.
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Figura 17: Configurazione schematica del sistema fisico che mostra un cilindro

che rotola lungo una rampa inclinata di un angolo α. [6]

si definiscono i seguenti dati

(H-O)=s

(CM -C)=d

(C-H)=R

Puro rotolamento

Facendo ricorso alle equazioni cardinali della dinamica per il puro rotola-

mento si deve tener presente che s=Rθ.

(CM-O)=(CM-C)+(C-O)= (s+dsinθ)i+(R+dcosθ)j.

Derivando due volte si ottiene che

d

dt
(CM −O) = (ṡ+ dθ̇ cos θ)i− dθ̇ sin θj

d

dt
(CM −O) = (s̈− dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ)i + (−dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ)j

= (Rθ̈ + dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ)i + (−dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ)j (68)
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y′ = p sin θ

dS = pdpdθ

dove 0 ≤ θ ≤ 2π e 0 ≤ p ≤ R. Dalle simmetrie materiali appare chiaro

che i piani (x′,z′) e (y′,z′) sono di simmetria materiale e quindi il sistema di

riferimento è principale d’inerzia. A questo punto appare chiaro che I11=I22= I33
2

e quindi è sufficiente calcolare solo quest’ultimo termine

I33 = σ

∫ 2π

0

∫ R

0

pdpdθp2 =
1

2
MR2

A questo punto, riprendendo il Teorema di Huygens-Steiner

I11 = I11CM +Md2 sin2 θ

I22 = I22CM +Md2 cos2 θ

I33 = I33CM +Md2

dunque

I11CM = I11 −Md2 sin2 θ

I22CM = I22 −Md2 cos2 θ

in conclusione

I33CM = I33 −Md2

per il calcolo del Momento scegliendo come polo il centro di massa si ha che

Me = ϕ ∧ (H − CM)
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(H − CM) = (−dsinθ)i + (−R− d cos θ)j

svolgendo il prodotto vettoriale ed andando a svolgere il determinante sim-

bolico della matrice











i j k

−ϕt ϕn 0

−d sin θ −R− d cos θ 0











si ottiene

Me = ϕt(R+ d cos θ)i + ϕnd sin θj

allora la seconda equazione cardinale della dinamica diventa

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = ϕt(R+ d cos θ) + ϕnd sin θ (69)

Rotolamento con strisciamento

La relazione s=Rθ non è più valida, i termini s e θ sono indipendenti tra di

loro, alla relazione del puro rotolamento si sostituisce la seguente espressione

ṡ = −ηRθ̇

dove η è un parametro che misura la deviazione del vincolo cinematico dal

rotolamento puro.

A questo punto la prima equazione cardinale della dinamica risulta

MẍCM = Mg sinα− ϕt (70)

dove

ẍCM = −ηRθ̈ + dθ̈ cos θ − dθ̇2sinθ

e
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ÿCM = −dθ̈sinθ − dθ̇2 cos θ

dall’equazione pura del moto si ricavano i valori delle reazioni vincolari

ϕt = Mg sinα−M
[

−ηRθ̈ + dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ
]

ϕn = Mg cosα+M
[

−dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ
]

sostituendo nella seconda equazione cardinale della dinamica (69) viene fuori

che

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = (R+ d cos θ)(Mgsinα−M
[

−ηRθ̈ + dθ̈cosθ − dθ̇2sinθ
]

)

(71)

+dsinθ · (Mgcosα+M
[

−dθ̈sinθ − dθ̇2cosθ
]

) (72)

svolgendo i calcoli e semplificando la massa si può ottenere l’espressione

finale di θ̈

θ̈ =
Rθ̇2 + gdsinθcosα

1
2R

2 − ηR2 − ηRdcosθ
(73)

Moto libero dopo il salto

Nel moto libero dopo il salto si deve tener conto del vettore (CM-O)

(CM-O)=(CM-C)+(C-O)= (s+dsinθ)i+(b+dcosθ)j.

Derivando due volte la seguente espressione si ottiene che

d

dt
(CM −O) = (ṡ+ dθ̇ cos θ)i + (ḃ− dθ̇ sin θj)

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = (s̈− dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ) + i + (b̈− dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ)j

= (s̈+ dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ)i + (−dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ)j (74)
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Il cilindro ha perso il contatto con la superficie d’appoggio, il termine ϕ scom-

pare e la prima equazione cardinale della dinamica risulta avere un’espressione

del tipo

M
[

s̈+ dθ̈ cos θ − dθ̇2 sin θ)
]

= Mg sinα

M
[

(b̈− dθ̈ sin θ − dθ̇2 cos θ)
]

= −Mg cosα

dalla seconda equazione cardinale della dinamica , si nota che svolgendo

i calcoli per l’equilibrio dei momenti attorno al centro di massa, il momento

risultante è nullo e dunque l’espressione finale risulta essere del tipo θ̈=0.

Allora le equazioni per il moto libero dopo il salto diventano

s̈− dθ̇2sinθ = g sinα

b̈− dθ̇2cosθ = −g cosα

θ̈(t) = 0

Transizione dal puro rotolamento al moto libero dopo il

salto

Prendendo in esame la figura precedente (17), si può osservare come usando

le coordinate del sistema di riferimento O(x,y) si può scrivere la posizione del

centro di massa come somma di tre vettori

(CM−O) = (CM−C)+(C−H)+(H−O) = s+b+d = (s+d sin θ)i+(b+d cos θ)j

dove il vettore (C-H)=b risulta essere uguale ad R nel momento in cui

il cilindro rimane in contatto con la superficie, mentre nel momento in cui
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quest’ultimo perde il contatto si ha che

|b| > R

risulta utile riscrivere la prima equazione cardinale della dinamica, mettendo

in evidenza il valore della componente tangenziale e normale della forza d’attrito

ϕt = Mg sinα−M
[

s̈+ dθ̈cosθ − dθ̇2 sin θ
]

ϕn = Mgcosα+M
[

b̈− dθ̈sinθ − dθ̇2cosθ
]

Nel caso del puro rotolamento s=bθ

ϕt = Mgsinα−M
[

b̈θ̈ + dθ̈cosθ − dθ̇2sinθ
]

(75)

ϕn = Mgcosα+M
[

b̈− dθ̈sinθ − dθ̇2cosθ
]

(76)

La seconda equazione cardinale risulta essere identica a quella scritta prece-

dentemente nel caso di rotolamento senza strisciamento, solamente che al posto

del raggio R , si avrà che

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = ϕt(b+ d cos θ) + ϕnd sin θ (77)

Nel momento in cui il cilindro è a contatto con la superficie d’appoggio si ha

che b=R ed in aggiunta b̈=0. Sfruttando le equazioni (75) e (76) si può scrivere

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = (R+ d cos θ)(Mg sinα−MRθ̈ −Mdθ̈ cosα+Mdθ̇2sinθ) +

d sin θ(Mg cosα−Mdθ̈ sin θ −Mdθ̇2 cos θ)

(

1

2
MR2 −Md2

)

θ̈ = MgR sinα+Mgd sinα cos θ −MR2θ̈ −

MdRθ̈ cos θ −Md2θ̈ cos2 θ +MdRθ̇2 sin θ +Mgd sin θ cosα−Md2θ̈ sin2 θ
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portando tutto al primo membro si ottiene

θ̈(
1

2
MR2 +MR2 + 2MdR cos θ) −MdRθ̇2 sin θ −MgR sinα−Mgd sin θ cosα = 0 (78)

dividendo l’intera espressione per il termine MR2 si ottiene:

θ̈(
Ic

MR2
MR2 + 1 + 2

d

R
cos θ) −

d

R
θ̇2 sin θ−

g

R
(sinα) − g

d

R sin θ
cosα = 0 (79)

dove il termine Ic rappresenta la matrice d’inerzia calcolata rispetto al centro

geometrico (non centro di massa) sfruttando il Teorema di Huygens-Steiner.

Adimensionalizzando l’equazione chiamando χ= d
R

l’espressione finale risulta

essere

θ̈(
Ic

MR2
+ 1 + 2χ cos θ) − χθ̇2 sin θ −

g

R
(sinα) − gχ sin θ cosα = 0 (80)

La condizione di salto è stata introdotta,in alcuni articoli trattati preceden-

temente [3],[2], dalla relazione ϕn=0,vale a dire il salto avviene nel punto in cui

la forza normale tende a zero. Tuttavia, questa condizione considera l’ipotesi

che il salto non sia possibile dal puro rotolamento, il che significa che il cilindro

debba strisciare prima di saltare. a questo punto la ϕn=0 non è vera (nel caso in

cui si passi direttamente da puro rotolamento a salto del cilindro) e, in aggiunta,

assume un valore positivo

ϕn > 0

A questo punto per capire il passaggio diretto da puro rotolamento a moto libero

dopp il salto bisogna effettuare alcune considerazioni: il cilindro, nel momento in

cui è a contatto con la superficie, quindi prima del salto, ha un valore di b(t)=R

ed analogamente ḃ=b̈=0 e i valori di θ(t),θ̇(t) e θ̈(t) dipendono dall’equazione

(77), perciò, prendendo in esame le equazioni per il moto libero dopo il salto,

nell’istante iniziale in cui si supponga che θ(t)=0 si ha che b̈=-gcosα, successi-

vamente si verrà a verificare un aumento del valore di b̈ a causa del contributo
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positivo di θ̇(t). Dopo il salto, i valori di b=R e ḃ=0 diventano le condizioni

iniziali per b(t) nella condizione di moto libero dopo il salto.Conseguentemente,

nel punto in cui vi è la transizione da puro rotolamento a salto del cilindro si

deve avere che b=0 e dunque nel caso di moto libero dopo il salto si avrà la

seguente espressione

dθ̇2 cos θ − g cosα = 0 (81)

Il passaggio da puro rotolamento a moto libero dopo il salto deve avvenire

per un certo angolo θ=θJ in riferimento all’equazione (81) si ottiene

θ̇2J =
g cosα

d cos θJ
(82)

sostituendo (82) a (80) si ottiene

θ̈(
Ic

MR2
+ 1 + 2χ cos θ) − χ

g cosα

d cos θJ
sin θ −

g

R
(sinα) − gχ sin θ cosα = 0 (83)

e isolando θ̈J si ottiene

θ̈J =
χ sin θ g cosα

d cos θJ
+ g

R
sinα+ gχ sin θ cosα

Ic
MR2 + 1 + 2χ cos θJ

(84)

Per avere salto dopo puro rotolamento senza passare per lo strisciamento

deve essere rispettata la legge di Coulomb-Marin | ϕt

ϕn
| < µs , perciò al fine di

restringere l’analisi al puro rotolamento si sostituiscono i termini b̈=0 ed s̈=Rθ̈

e si ottiene

ϕt = MR
[ g

R
sinα− θ̈(1 + χ cos θ + χθ̇2 sin θ)

]

(85)

ϕn = MR(
g

R
cosα− χθ̇2 cos θ − χθ̈sinθ) (86)

interessante puntualizzare che all’inizio del moto l’energia cinetica è prossima

allo zero e il centro di massa si trova nella sua posizione più alta in modo tale

da permettere al cilindro di rotolare essendo in una condizione di equilibrio
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instabile, la reazione vincolare ϕn è positiva ma durante il moto all’aumentare

dei valori di θ̇ e θ̈ tende a zero , ma prima di diventare negativa la disuguaglianza

data dalle legge di Coulomb-Marin entra in gioco e ciò significa che il cilindro

inizia a strisciare.

Al fine di comprendere al meglio il valore ed il segno della componente tan-

genziale e normale della forza d’attrito , sostituendo le equazioni (81) e (84) alle

equazioni (85) e (86)

φtJ = MR

[

g

R
sinα+ χ sin θJ

g cosα

d cos θJ
− (1 + χ cos θJ)(

g

R
sinα+ gχ sin θJ cosα+ g cosα

d cos θJ
χ sin θJ

Ic
MR2 + 1 + 2χ cos θJ

)

]

(87)

φnJ = MR

[

g

R
cosα− χ

g cosα

d
− (χ sin θJ)(

g

R
sinα+ gχ sin θJ cosα+ g cosα

d cos θJ
χ sin θJ

Ic
MR2 + 1 + 2χ cos θJ

)

]

(88)

si può notare da quest’ultima equazione che la componente ϕn non è ne-

cessariamente uguale a zero, nel caso in cui ϕnJ > 0 e θ > θJ allora ϕn=0,

fisicamente ciò significa che prima di saltare il cilindro potrebbe aver strisciato

e questo impone che la condizione di puro rotolamento non sia più valida. Co-

me menzionato in precedenza, per avere salto la condizione di partenza è che

la componente ϕn > 0 e per non avere strisciamento deve essere rispettata la

legge di Coulomb-Marin, a questo punto iniziamo un’analisi volta a scoprire i

possibili valori di θJ , non è difficile notare come

2πn− α < θJ < 2πn (89)

con n = 1, 2, 3, .... dove n indica il numero completo dei giri del cilindro.
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Figura 18: Rappresentazione degli angoli e sulla sezione trasversale del cilindro.

[6]

Dalla figura (18) qui riportata si può notare come l’angolo α + θ è misura tra

la verticale ed il vettore d. Dalla configurazione geometrica è possibile mettere

in luce che la regione grigia appartiene a quei punti dove ϕnJ < 0 mentre la

regione verde appartiene a quei punti dove ϕnJ > 0; a questo punto, la regione

dove è possibile che avvenga il salto direttamente dal puro rotolamento è quando

il centro di massa si trova all’interno della regione verde e si può notare come

la componente tangenziale ϕtJ < 0 il che significa che la forza d’attrito statico

punta verso l’alto ( sistema di riferimento O(x,y)). Alcune restrizioni per i

possibili valori dell’angolo θJ possono essere ricavate dalla Legge di Coulomb-

Marin andando a sfruttare le equazioni (85) e (86) , andando a fare il rapporto

viene a generarsi un’espressione del tipo
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nere determinati parametri affinché si verifichi questa condizione. Poiché essen-

zialmente si hanno cinque parametri (χ,µs,km,n e α), dovranno essere fissati

almeno due parametri in modo che i restanti tre possano essere visualizzati in

uno spazio tridimensionale.Fissando il valore dei parametri n e µs, presentando

le regioni dello spazio (α; χ;km) e scegliendo un qualsiasi insieme di parametri

α, χ e km che appartengono a queste regioni, l’avvenimento del Salto risulta

essere garantito. Andando a comparare le due figure si viene a notare che le re-

gioni con µs=1 sono maggiori di µs > 0.7. Questo risultato ha senso poiché per

un coefficiente di attrito statico maggiore, ci si aspetta che il cilindro abbia più

possibilità di mantenere il puro movimento di rotolamento.Per un valore fisso di

µs possiamo anche confrontare regioni ottenute con valori diversi di n.Ad esem-

pio, dalla figura (19(a)), per il valore di µs = 0.7, si deduce che all’aumentare

dei valori di n, le regioni corrispondenti si stanno riducendo. L’interpretazione

fisica di questo risultato è la seguente: n rappresenta il numero di giri com-

piuti dal cilindro, quindi per un dato valore di µs, poiché n = 1 è il più basso

possibile valore per n, la maggiore possibilità di avere il salto si verifica prima

che il cilindro completi il giro completo, e la possibilità diminuisce ogni volta

che si aumenta tale valore.Per quanto riguarda l’inclinazione della rampa data

dall’angolo α (dove α =π
2 è il suo valore massimo), si osserva che, all’interno

delle regioni mostrate in figura (19), grandi valori di α sono in corrispondenza

di piccoli valori di χ . Questo tipo di corrispondenza ha senso poiché per una

elevata inclinazione della rampa, per evitare uno strisciamento, la forza normale

non deve oscillare molto, e ciò avviene quando il valore di χ è piccolo. Quando

l’inclinazione della rampa si avvicina al valore di α =π
2 , si viene a notare che

le regioni definite dai valori χ e km diventano più piccole.Ciò è evidenziato dal

fatto che quando α tende a π
2 , la regione dove si presenta il salto ha la forma di

un cuneo il cui vertice è dato dal punto α=π
2 ,χ=0 e km = 0. Per interpretare

questo risultato ricordiamo che all’interno della regione in cui avviene il salto,

grandi valori di α sono in corrispondenza con piccoli valori di χ, cioè quando

il Centro di Massa è vicino al centro geometrico C del cilindro si hanno minori

oscillazioni della forza normale, che non comporta strisciamento .
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A questo punto calcolo l’energia cinetica rispetto al punto H ( centro di istan-

tanea rotazione e punto di contatto tra cilindro e la superficie) , l’espressione

per l’energia cinetica risulta essere

T =
1

2
IH

˙θ2H

per il calcolo di IH si ricorre al Teorema di Huygens-Steiner

I11H = I11CM +M((H − CM)y)2 =
1

4
MR2 −Md2 cos2 θ +M(R+ d cos θ)2 =

5

4
MR2 + 2MRd cos θ

I22H = I22CM +M((H − CM)x)2 =
1

4
MR2 −Md2 sin2 θ +Md2 sin2 θ =

1

4
MR2

I33H = I11H + I22H =
3

2
MR2 + 2MRd cos θ

Dall’equazione L=T -V si può esprimere che

1

2
(
3

2
MR2 + 2MRd cos θ)θ̇2 −Mg [Rθ sinα+ d(1 − cos θ cosα)] = 0 (93)

(94)

3

4
MR2 +Mrd cos θ = Mg [Rθ sinα+ d(1 − cos θ cosα)] (95)

isolando il valore di θ̇2 si ottiene

θ̇2 =
g [Rθ sinα+ d(1 − cos θ cosα)]

4
3MR2 +Rd cos θ

(96)

Per ricavare il valore di θ̇2 devo imporre che nel momento in cui cilindro perde

il contatto con la superficie d’appoggio la forza centrifuga eguagli la componente

della forza normale della reazione vincolare( ϕn=Mgcosα)

Fc = −Mω ∧ (ω ∧ (CM − C)) = Mdθ̇2 cos θ
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