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1 Introduzione

L’obiettivo del presente elaborato di laurea sta nel comprendere totalmente la
dinamica di un cilindro eccentrico che rotola lungo un piano inclinato (eccen-
trico perché il centro geometrico non coincide con il centro di massa).Lo studio
inerente al cilindro viene ricondotto, in alcune sezioni, ad un problema bidi-
mensionale equivalente: moto del disco che rotola lungo un piano inclinato.
Si analizzeranno 3 differenti casi di moto: Puro rotolamento, rotolamento con
strisciamento e moto libero dopo il salto (Jumping). L’obiettivo del lavoro ¢
trovare le condizioni per cui si possa passare direttamente dal puro rotolamento
al moto libero dopo il salto senza il moto intermedio di contatto senza puro ro-
tolamento. Il seguente scritto sara costituito da 3 sezioni: una prima parte che
permette di riprendere alcuni concetti teorici di base fondamentali per capire
il problema; una seconda parte che avra come fine ultimo lo studio del moto
dell’oggetto sul piano orizzontale e successivamente sul piano inclinato ed alcuni
studi eseguiti su di esso; la terza e ultima parte sara interamente dedicata alla
discussione delle condizioni per cui si puo avere salto non preceduto da striscia-
mento.L’attivita di tirocinio & stata svolta presso il DIISM (Dipartimento di
Ingegneria Industriale e Scienze Matematiche) dell’Universita Politecnica delle
Marche sotto la supervisione del Professore Marco Coco che ha rivestito il ruolo

di tutor aziendale ed accademico.
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2 Preliminari teorici

Nel capitolo 2 verranno introdotti e analizzati dettagliatamente alcuni concetti
teorici che fungeranno da base per le successive sezioni, tra i piti importanti:
equazioni cardinali per un corpo rigido, definizione di vincolo,studio dei vincoli

ideali di contatto e dissipativi,attrito.

2.1 Equazioni cardinali per un corpo rigido

Si consideri un corpo rigido di massa m; sia Py il suo centro di massa e sia
Py(z',y',2") la terna principale d’inerzia con origine in Py. Le equazioni cardinali

della dinamica per un corpo rigido risultano essere

mag = R (1)

K(Fn) = M*(F) (2)

dove R® e M®(Pg) sono la Risultante ed il Momento Risultante delle forze
esterne rispetto al centro di massa,proiettando lungo le tre direzioni cartesiane

la prima equazione cardinale della dinamica si ottiene

mi = R} (3)
mi = RS (4)
m3 = RS (5)



un tipico problema riguardo lo studio di un corpo rigido & la determinazione
delle configurazioni di equilibrio ed il calcolo delle reazioni vincolari all’equi-
librio. I concetti di vincolo ed analogamente di reazione vincolare verranno

trattati nel capitolo seguente.

2.2 Studio del moto dei sistemi di punti materiali e di
corpi rigidi vincolati

Un punto materiale, soggetto o meno ad un insieme di forze, libero da restri-
zioni ai valori possibili delle sue coordinate viene detto punto libero o non
vincolato,il suo moto pud svolgersi in tutto lo spazio R? e ha dimensione [=3.
Estendendo il ragionamento ad un insieme di N punti materiali non vincolati,
il loro moto pud svolgersi in tutto lo spazio R3Y e ha quindi dimensione [=3N.
I sistemi meccanici che si studiano nell’Ingegneria ,tuttavia, sono riconducibili
ad insieme di punti materiali in cui il moto non si svolge in tutto R? o R*¥ ma
in un suo sottoinsieme di dimensione minore. Si pensi, ad esempio, ad un punto
P di massa m che si muove su una superficie piana: scegliamo come piano di
coordinate (z,y) di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale nello spazio.
Le coordinate x ed y sono libere, mentre la coordinata z ¢ fissata dall’equazione
2z=0, si dice allora che il punto materiale risulta essere vincolato e ’equazione
2=0 ¢ definita equazione di vincolo, lo spazio si riduce ad R?. Si supponga
ora che il punto P, oltre al vincolo costituito dall’equazione scritta precedente-
mente, sia costretto a muoversi lungo una curva ~ appartenente a tale piano. Le
coordinate x ed y non sono piu indipendenti tra di loro ma sono legate dal fatto
che P giace sulla curva v e quindi selezionato un valore di z la y ¢ determinata
dalle condizione di appartenenza. Le equazioni di vincolo sono ora due e lo
spazio da R3 si riduce ad R!.

Possiamo dunque dare alcune importanti definizioni:

¢ Si dice vincolo un qualunque dispositivo atto a limitare 'intervallo di va-

riazione di una o piti coordinate di un sistema di punti materiali.L.’espressione



matematica di un vincolo puo essere data da un’equazione o disequazione

e parleremo dunque di equazione o disequazione di vincolo.

¢ Si definisce numero dei gradi di liberta ! di un sistema di punti ma-
teriali vincolati il numero dei parametri liberi e indipendenti necessari a

descrivere il sistema.

L’insieme dei vincoli cui e sottoposto un insieme di punti materiali ¢ detto
sistema di vincoli.In assenza di vincoli,i punti materiali sono liberi di spostarsi
lungo una qualunque direzione dello spazio.

I vincoli possono essere classificati in:

¢ Vincoli fissi e mobili: Un vincolo si dice fisso quando le equazioni (o
disequazioni) di vincolo non contengono esplicitamente il tempo; se lo
contengono il vincolo si dice mobile;ad esempio, un punto materiale P
vincolato a scorrere lungo la retta di equazione y=ax del piano cartesiano
O(z,y); se a & una costante allora il vincolo ¢ fisso, mentre se a varia nel

tempo allora il vincolo sara mobile.

¢ Vincoli geometrici e vincoli cinematici: quando nelle equazioni (o
disequazioni) di vincolo compaiono funzioni delle sole coordinate, il vincolo
si dice geometrico o di posizione; quando tra gli argomenti ci sono

anche le velocita,il vincolo si dice cinematico o di mobilita.

¢ Vincoli olonomi: un vincolo si dice olonomo quando ¢ allo stesso tem-
po geometrico e bilatero, in altre parole, un vincolo per un punto mate-
riale si dice olonomo quando ¢ espresso mediante un’equazione del tipo
f(x,y,2,t)=0. Un vincolo non olonomo & definito come vincolo anolono-

mo.

2.2.1 Reazioni vincolari ed equazioni del moto in presenza di vincoli.

Si supponga di avere un punto materiale che & vincolato a muoversi su una super-

ficie piana orizzontale, in modo che i gli spostamenti consentiti siano quelli nel



piano. Sul punto agisce la forza peso, diretta verso il basso, ma gli spostamenti
del punto in direzione ortogonale al piano sono impediti, quindi, poiché il punto
non puo scendere sotto il piano € necessario introdurre al secondo membro delle
equazioni del moto un termine aggiuntivo che viene denominato con il termine
di reazione vincolare. Questo termine ha dimensione fisiche di una forza. Un
sistema di N punti materiali ad m vincoli corrisponderanno analogamente m
reazioni vincolari. L’equazione del moto per un sistema di punti materiali sara

allora

N N N
> miai=> Fi+ Y ¢ (6)
i=1 i=1 i=1

Reazioni vincolari e Gradi di Liberta:

Un punto materiale non soggetto a vincoli possiede 3 gradi di liberta: [=3;
un insieme di N punti materiali non vincolati ha [=3N gradi di liberta, tre per
ciascun punto. Sisupponga che ora N punti materiali siano soggetti a m vincoli
olonomi e che le equazioni di vincolo siano compatibili e indipendenti tra di loro.

Si possono presentare i 3 seguenti casi:

e m <3N

il numero dei vincoli & inferiore al numero dei gradi di liberta del sistema;

in tal caso il sistema si definisce labile e possiede (=3 N-m gradi di liberta
s m=3N

¢ il numero dei vincoli & pari al numero dei gradi di liberta del sistema;
si definisce isostatico e non ha gradi di liberta; la sua configurazione &
interamente determinata dai vincoli e la rimozione anche di un solo vincolo

rende labile il sistema.

e m>3N

il numero dei vincoli € maggiore del numero dei gradi di liberta del sistema;

in tal caso il sistema si definisce iperstatico e, come nel caso dell’isosta-



tico, non ha gradi di liberta; a differenza del caso isostatico, tuttavia, &

possibile rimuovere uno dei vincoli senza che il sistema diventi labile.

Le reazioni vincolari che compaiono nell’equazione (6) costituiscono ulteriori
incognite per il sistema di N punti materiali; siccome, per avere un’unica solu-
zione delle equazioni del moto, il numero di incognite e delle equazioni devono
coincidere, si tengono in considerazione anche le equazioni di vincolo. Si & vi-
sto che se un sistema di N punti materiali di cui si va ad analizzare il moto ¢
sottoposto ad m equazioni di vincolo allora il sistema possiede /= 3N-m gradi
di liberta, a questo punto il numero di nuove incognite introdotte dalle reazio-
ni vincolari deve essere pari a 3N-[.Il panorama dei vincoli ¢ molto ampio e
una loro corretta comprensione e fondamentale per tutte le applicazioni della
meccanica, le condizioni scritte in precedenza permettono di dedurre il tipo di
reazione vincolare da associare ad un generico vincolo a partire dalla restrizione

cinematica da esso imposta. Tra i vincoli pit importanti:

e Vincolo di contatto liscio unilatero e bilatero
e Vincolo di rotolamento senza strisciamento
# Vincoli per sistemi piani: cerniera, carrello, pattino e incastro.

¢ Vincoli di avvitamento.

2.2.2 Vincoli di contatto

Il vincolo di contatto bilatero impedisce il distacco fra un punto e una super-
ficie, oppure tra due superfici. Questo vincolo si trasduce nella restrizione che
impone 'uguaglianza delle componenti normali delle velocita dei punti istan-
taneamente a contatto. La reazione di un vincolo di contatto ¢ perpendicolare
ad esse. L’esempio piu semplice € quello di un punto vincolato a rimanere su
una superficie S: risulta evidente come le velocita e gli spostamenti ammissibili
per il punto generano lo spazio tangente alla superficie. Se invece il vincolo

impone solo che il punto non oltrepassi la superficie (unilatero) allora pud



essere soddisfatta solo da una reazione vincolare perpendicolare alla superficie
e orientata verso la porzione di spazio permessa per il moto del punto.

In un contatto bilatero non si pongono restrizioni riguardo al suo orienta-
mento, mentre nel caso di vincolo unilatero la reazione vincolare ha carattere

"repulsivo”.

2.2.3 Vincolo di puro rotolamento

Un vincolo di grande importanza teorica e applicativa & costituito dal puro ro-
tolamento (o rotolamento senza strisciamento) fra due corpi. Le superfici
dei due corpi che rotolano hanno punto di contatto in comune. La restrizione
sull’atto di moto che impone questo determinato vincolo sta nel fatto che, in
ogni istante, le velocita dei due punti a contatto siano coincidenti. Infatti, se le
componenti normali al piano tangente comune alle superfici di contatto fossero
diverse avremo il distacco, mentre se fossero diverse le componenti secondo le
direzioni tangenti allora si avra strisciamento. In questo caso, la differenza
tra le componenti tangenti delle velocita dei punti a contatto viene chiamata
velocita di strisciamento. A questo vincolo si puo e si deve associare una
reazione vincolare non tutta perpendicolare alla superficie di contatto ma com-
prendente anche una parte tangente, che si deve interpretare come dovuta alla

presenza dell’attrito. In definitiva:

¢ il puro rotolamento € un vincolo ideale, per il quale la reazione vincolare

¢ costituita da una forza di direzione arbitraria nel punto di contatto.

e questo vincolo ammette e presuppone la presenza di una parte tangente

della reazione vincolare, dovuta alla presenza di attrito statico.

L’approfondimento di tale vincolo verra ripresa nel successivo capitolo nella
quale verra approfondito lo studio inerente al moto di un disco che rotola senza

strisciare su una guida rettilinea fissa o inclinata.



2.2.4 Vincoli dissipativi e attrito

In conclusione del capitolo sui ”Preliminari teorici” verra trattata quella ti-
pologia di vincoli chiamati dissipativi. Il vincolo di contatto & definito come
vincolo scabro. Per mezzo di osservazioni empiriche si e giunti alla conclusio-
ne che sia la parte tangente ¢; che la componente normale ¢,, debbono soddisfare

la disuguaglianza di Coulomb-Marin

|¢t| S Ms|¢n| (7)

dove us € una quantita adimensionale, detta coefficiente d’attrito stati-
co.In condizioni dinamiche la disuguaglianza non viene piu rispettata e I’equa-

zione (7) diventa

(bt = _qubn (8)

dove g € definito coefficiente di attrito dinamico.

3 Studio del moto di un disco su un piano oriz-
zontale e sul piano inclinato

In questo capitolo verra approfondito il movimento di un disco che rotola senza
strisciare su una guida fissa orizzontale e successivamente inclinata.Al centro del
comportamento di un sistema di rotolamento c’e 'interazione tra la componente
normale e tangenziale della forza d’attrito. Per un disco perfettamente bilancia-
to, la reazione vincolare normale alla superficie & semplicemente una funzione
della forza peso e dell’angolo della superficie, di conseguenza, un disco simme-
trico puo rotolare con o senza strisciamento. Al contrario ,un disco sbilanciato o
eccentrico ha una forza normale che dipende dal moto del sistema stesso. In ac-
cordo con questo fatto, si € notato,col passare del tempo, che un disco con massa

non bilanciata mostri un’ampia gamma di comportamento. Il comportamento
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di un disco o di un cerchio sbilanciato in massa fu originariamente notato nel
1953 da Littlewood [1]: Littlewood [1] affermo che un cerchio privo di massa con
una massa puntiforme aggiunta striscia prima di saltare..Il primo a rivisitare il
problema del cerchio eccentrico posto da Littlewood fu Tokieda [2] nel 1997, che
sostenne che un cerchio eccentrico rigido saltera anche se costretto a rotolare
senza strisciare. Confutazioni effettuate da Pritchett [3] nel 1999, Theron [4] e
Yanzhu [5] hanno superato le ipotesi di Tokieda [2] e hanno affermato che un
disco eccentrico deve violare la condizione antistrisciamento prima del salto. In
altre parole, il consenso tra i rispondenti a Tokieda [2] & che quando la forza
normale si avvicina allo zero (cio¢ una condizione necessaria per il salto ma
non suffciente), cosi fa la forza d’attrito statico. Pertanto, non ci sara piu for-
za sufficiente per mantenere il rotolamento senza strisciamento. In seguito agli
studi di Tokieda, le indagini di Gomez suggeriscono che un disco asimmetrico
di massa ha tre regimi di comportamento dinamico qualitativamente distinti:
rotolamento senza strisciamento, rotolamento con strisciamento e moto libero
dopo il salto. Inoltre, , Pritchett [3] e Theron [4] notarono che lo strisciamento
poteva manifestarsi come slittamento o rotazione. Lo slittamento ¢ quando la
velocita del centro geometrico € maggiore della velocita angolare scalata dal rag-
gio. Al contrario, la rotazione & quando la velocita angolare in scala & maggiore
rispetto alla velocita del centro geometrico. Questi due regimi di strisciamento
descrivono le due possibili direzioni di moto relativo tra il punto di contatto e

la superficie, e di conseguenza le due direzioni della forza d’attrito.
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Figura 1: Disco che rotola su un piano orizzontale

3.1 Disco che rotola senza strisciare su una guida fissa

orizzontale e inclinato

In riferimento alla figura (1), si sceglie un sistema di riferimento O(x,y) solidale
con la guida, la posizione del disco & assegnata dalle coordinate (z,y), dalla
posizione del baricentro G e da un angolo di rotazione antioraria 6. Per garantire
il soddisfacimento del vincolo di puro rotolamento senza strisciamento si deve
trovare una relazione che lega la coordinata x del disco con I’angolo di rotazione,
quindi si impone che la velocita del punto di contatto C sia nulla (questo equivale
a dire che l'atto di moto del disco sia rotatorio intorno al punto C' e assume il
ruolo di centro di istantanea rotazione).Dopo aver introdotto i versori i e j
paralleli agli assi coordinati e k= iAj posso scrivere che:

v(G)=ii e w=-fk ed indicato il vettore (G-C)=-Rj, usando la formula

fondamentale del moto rigido si puo scrivere che

v(C) =v(G) +wA (G- C) = (& — RO)i (9)

12



La condizione v,=0 C & centro di istantanea rotazione), permette di ottenere
una relazione di proporzionalita tra la velocita di avanzamento del disco e la

velocita di rotazione del disco.

i= R0 (10)

Integrando si ottiene la seguente espressione

x = RO + cost (11)

Preso un punto P qualsiasi del disco la velocita che esso possiede ¢ perpen-
dicolare al vettore (C-P), di orientamento coerentemente deducibile con w e
di intensita proporzionale alla distanza da C. In vista di molte applicazione &
opportuno andare ad analizzare le velocita che competono al centro G e ad un
punto H diametralmente opposto a C; posto il raggio R allora la velocita del
centro ¢ parallela alla guida fissa e di intensita pari ad w R mentre nel punto H

si avra una velocita doppia.
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Figura 2: Disco che rotola lungo un piano inclinato

Si supponga che,in presenza d’attrito il disco rotoli senza strisciare e rispetti

quindi la condizione di puro rotolamento
4, = Ré (12)

Le forze che agiscono sul disco sono: forza peso mg applicata in G (centro
di massa del disco) e la reazione vincolare ¢ applicata nel punto di contatto con
la superficie d’appoggio.

Dalla prima equazione cardinale della dinamica si puo visualizzare che

may = mgsino + ¢4 (13)

myy, = —mgcosa + ¢, (14)

dove « e I’angolo di inclinazione del piano inclinato.

L’ipotesi di puro rotolamento richiede la presenza di una ben precisa com-
ponente d’attrito, dalla Legge di Couloumb-Marin assegnato ps coefficiente di
attrito statico , la componente d’attrito deve soddisfare |¢¢| < ps|@n| € nel caso

che segue

tan o

Hs >
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Qualora il coefficiente d’attrito non sia sufficientemente grande da garantire
I’equilibrio del disco, allora si deve abbandonare l'ipotesi del puro rotolamento

e studiare il moto usando la versione dinamica della legge di Coulomb-Marin.

3.1.1 Rotolamento con strisciamento

Facendo riferimento alla figura (2),se (10) non viene pin soddisfatta allora le
due incognite cinematiche x4, e # non sono piu legate dalla relazione precedente
(12).Le equazioni cardinali della dinamica assumeranno la forma

miy =mgsina — pq|on|

myy = —mg cos & + |dy, |

Essendo il punto di contatto non fermo risulta opportuno introdurre una
nuova grandezza definita come velocita di strisciamento. Definiamo velocita
di strisciamento la componente orizzontale della velocita nel punto di contatto,

usando la formula fondamentale dei corpi rigidi si puo scrivere
Vi =V +wA(G—-K)=1,— Rl

3.2 Alcuni esempi di studio del moto del disco che rotola

su un piano inclinato

Nel corso della storia fu Tadashi F.Tokieda [2],che,dopo Littlewood [1] nel
1997 ando ad analizzare le possibili condizioni di salto di un disco con un punto P
nel bordo di massa m che rotola lungo un piano orizzontale.Il quesito che Tokieda
si pose fu ” Quali sono le condizioni affinché si verifichi il salto?”. L’approccio
utilizzato per dimostrare le sue ipotesi fu di calcolare la forza che il cerchio
esercita contro il pavimento nel punto di contatto e verificare che diventi negativa
dopo che il cerchio ha compiuto una rotazione di 5. L’approccio funziona, ma

difficilmente spiega perché il cerchio dovrebbe saltare.Secondo Tokieda [2] se il

15



disco mantiene il contatto con la superficie d’appoggio, allora un punto P che

si trova sul bordo del disco si muove lungo una cicloide.

16



Figura 3: Disco Tokieda [2]

In riferimento alla figura (3),chiamando g l'accelerazione di gravita ed R il

raggio del disco allora si possono scrivere le equazioni dell’energia cinetica

me.a .2y Moo
Tz;(x +y)—§v0

e potenziale

per il principio di conservazione dell’energia si puo scrivere che

m, . . m
Bi=Ep =T+ Ui =Ty + Up = 5 (# +§°) + mgy = 5

5 va +mg2R  (15)

17



.....

nulla.

Lungo la cicloide si ha che

(t) = RO(t) + Rsin0(t) (16)

y(t) = R+ Rcosf(t) (17)

sviluppando le derivate prime si ottiene

i = RO+ Rfcos b (18)

y = —Rfsinf (19)

sostituendo queste ultime due espressioni nell’espressione (15) viene fuori

un’espressione del tipo

% (RO + Rf cos 0)% + (—Rsin 6)2] +mg(R + Rcosf) = %vg +mg2R (20)

svolgendo i calcoli con 'obiettivo di isolare il termine 62

% [R292 + R262 cos® 6 + 2R262 cos 6 + R262 sin? 0} +mgR+ mgRcos = %v% +mg2R

% [R29'2 + R262 + 2R%62 cos 9} +mgRcosf = %v% +mgR
si ottiene

02— ? + gR(1 — cosb)
~ R%(1+cosb)

sviluppando la derivata seconda a partire dall’equazione (19) si ottiene che

ij= —R6H2cosf — Riisinf (21)

18



sostituendo il termine 62 nell’espressione (19) si ottiene

. . ﬁ+gR(1—cos6)
=_ 01/ 2 22
4 Rsin \/ R2(1 + cos ) (22)

il disco saltera quando

allora si ha che

i = —RO2cosf — Risinh < lg|

In particolare quando vo=0 allora =7 [2]. Se le condizioni imposte da
Tokieda [2] sono strettamente rispettate, allora il disco non effettuerd il sal-
to.Nell’articolo [3] si considera un disco rigido circolare di raggio R e massa M
che, inizialmente rotola senza strisciare. Preso un sistema di riferimento O(z,y)
solidale con la superficie d’appoggio, le 2 coordinate z(t) e y(t) del centro del
disco (si ipotizza coincidente con il centro di massa) e ’angolo di rotazione 6(t)

devono rispettare 3 condizioni:

1. Se il disco & rigido e non soggetto a nessuna deformazione nel momento in

cui compie il moto di puro rotolamento sara valida la relazione:

(x(t) = z()” + (y(t) — ve(t)* = R?

2. Poiché si presume che, anche la superficie di appoggio sia rigida, 1'altez-
za verticale del disco deve soddisfare y.(t) fintanto che quest’ultimo e la

superficie sono in contatto.

3. Finché non c’e strisciamento, la posizione del centro del disco e la coordi-

nata angolare (t) sono correlate dalla relazione z.(t)=R0(t)

Questi tre vincoli implicano che fintanto che il disco rotoli senza strisciare
lungo la superficie di appoggio, il centro di massa del sistema si sposta una

cicloide accorciata, nota anche come trocoide, in cui le equazioni sono
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x(t) = RO(t) + Rsiné (23)

y(t) = R+ Rcosf (24)

Ogni vincolo € mantenuto da una forza corrispondente, in particolare, vincoli
2 e 3 derivano dalla forza di contatto tra il disco e la superficie di appoggio: la
condizione y.(t)=R ¢ mantenuta dalla cosiddetta componente normale , cio¢ la
componente della forza di contatto che agisce perpendicolarmente alla superficie,
mentre il vincolo di "non strisciamento”, z.(t) = RO(t), ¢ mantenuto dall’attrito,
cioe dalla componente della forza di contatto che agisce parallelamente alla
superficie. Andando a scrivere la prima equazione cardinale della dinamica si

ottiene

Ma(t) = ¢y (25)

My(t) = ¢, — Mg (26)

dove g, ¢n e ¢¢ sono,rispettivamente, I'accelerazione di gravita , la com-
ponente normale e tangenziale della forza d’attrito. Quando il disco perde il
contatto con la superficie di appoggio, (¢n € ¢t = 0), le equazioni di Newton
descrivono una traiettoria parabolica e la componenti normale e tangenziale
della forza d’attrito si annullano e la seconda equazione cardinale della dinami-
ca assume la forma 6(t)=0. Pertanto, il disco ruota semplicemente attorno al
suo centro di massa con una velocita angolare costante e pari alla sua velocita
angolare nell’istante in cui le forze di contatto tendono a zero. Allo stesso mo-
do, le equazioni che descrivono il moto traslatorio del centro di massa,cioe le
equazioni di Newton, si riducono alle equazioni per un corpo in caduta libera
con un’accelerazione costante verso il basso. Questo simultaneo movimento di
rotazione e caduta libera continua fino a quando 'altezza y.(t) del centro del

cerchio decresce nuovamente a R, momento in cui ¢,, acquisisce un valore positi-
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vo. L’equazione di governo che descrive simultaneamente il moto di traslazione

e rotazione e espressa dalla seconda legge della dinamica nella forma

8= 0u(a(t) — 20) ~ duy(?) (27)

dove I & il momento d’inerzia del disco. Sviluppando le derivate delle equa-

zioni (23) e (24)

i(t) = RO+ Rl cos b (28)

y(t) = —ROsin 6 (29)

la derivata seconda risulta essere

i(t) = RO 4+ R cos — R6?sin 6 (30)

§j(t) = —ROsin 0 — RO? cos b (31)

Sostituendo queste ultime due equazioni (25) e (26) nell’equazione (27) si

ottiene I’equazione pura del moto

M@ =M [g — ROsinf — RO? cos 0] (xc(t)—z(t))—M |RO — RO?sin @ + RO cos 0| y(t)

(32)
Un approccio alternativo puo essere I’equazione di conservazione dell’energia

dove si ha che
1 L9 .9 1 .
§M(£L' +97)+ 5]92 = Mgy(t) (33)

sostituendo i vari valori trovati in precedenza, I’obiettivo ¢ isolare 62
1 . . ) 1 .
sM [(RH + R cos0)? + (~RAsin6)?| + 3107 = Mg(R+ Reosd)  (34)
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1 . : : . 1.
M [RQGQ + B26% cos? 6 + R?6sin’ 0 + 2R*6? cos | + 3107 = Mg(R + Recos)

1 . . 1. .
M {23292 + +2R%6? cos 6| + 3167 = Mg(R + Recoso)
il valore di 62 puo essere espresso nella seguente maniera

g2 9 11+cosf) (35)
R1+ 51+ cosf
Tokieda [2] osservo che il salto doveva verificarsi al primo valore di 6(t)
per il quale si allontana la traiettoria parabolica del centro di massa in caduta
libera dalla traiettoria trocoidale imposta dal disco in rotolamento , ma, facendo
riferimento all’equazione (26) allora ¢,=0, per cui la componente normale della
forza di contatto tra i il disco e la superficie di appoggio tende a zero. Andando a

combinare le equazioni (35) , (26) e (24) si pud esprimere il valore della reazione

vincolare ¢, ed ottenere la seguente espressione

. g 1+cosf
n=Mg— MRfsing — MRcost = ————— 36
¢ g S VR 1+ %I—l—cos@ (36)

nel momento in cui il disco salta , si ha che e ¢,,=0, si va a ricercare a questo

punto il valore dell’angolo 6

1
OzMg—MRTgrij—T

— MRfsinf (37)
dove T7=cosf , andando a sviluppare ’equazione del secondo ordine trovando
il corrispettivo valore di 6 per cui il disco perde il contatto con la superficie
d’appoggio.Se effettivamente accadra , il sistema avra traslazione del centro di

massa lungo la traiettoria parabolica corrispondente alla caduta libera, le cui

equazioni sono

2(t) =1 (t) + 2(t — 1) (38)
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y(0) = i (8) + 90t~ 02) = (¢~ 1) (39)

combinate alla rotazione attorno al centro di massa
0=0,+0,(t—t) (40)

(z1,y1) e (&1,91) sono rispettivamente la posizione e la velocita del centro
di massa all’istante di tempo t; quando ¢,=0. Se a questo punto si vanno a
sostituire le equazioni (38) e (40) all’equazione (26) si puod ottenere I’espressione
della coordinata y. al tempo ¢ > t;. In questo modo, si arriva ad una visione
alternativa del perché il disco salta: sta semplicemente ruotando attorno al suo
centro di massa, mentre quel centro di massa cade liberamente sotto I'influenza
della forza peso. Questo significa che un istante dopo che la forza normale
tra il disco e la superficie va a zero, il centro del disco non si muove verso
I’alto, ma verso il basso, risultato che si sarebbe potuto ottenere altrettanto
bene calcolando laccelerazione .(¢1). Pertanto, anche se in #; la componente
normale della forza di contatto ¢ istantaneamente zero, non pud rimanere zero
per una durata non nulla. Questo € perché il centro del cerchio sta accelerando
verso il basso e la forza normale risulta positiva per far rispettare il vincolo 2 e

impedire che 'altezza del centro del disco non vada sotto R.

3.2.1 La dinamica di un disco eccentrico che rotola lungo un piano

inclinato secondo Theron

Theron [4], in tempi pilt recenti nel 2000,ha studiato il comportamento del

disco che rotola per un rapporto di massa tra la massa caricata sul bordo e il

totale compreso tra 0.5 e 0.8 e ha previsto angoli di salto compresi tra %77 e

27 . Andando a testare queste previsioni sperimentalmente [4] si scopre che il

modello di Theron & corretto e predice gli angoli ai quali il disco salta a differenza

di Littlewood [1] che,nel 1953, si presuppone gli angoli per la quale si ha il salto
3

del disco variano tra % e 5.
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Figura 4: Disco che rotola lungo un piano inclinato [4]

Theron ha studiato un disco perfettamente rigido con massa puntiforme sul
bordo. 1l disco ha raggio R e rotola lungo un piano inclinato di un angolo
pari a « rispetto all’orizzontale. il punto P & la massa attaccata, 6 & I’angolo
di rotazione e G rappresenta il centro di massa distante di una quantita nR

rispetto al centro geometrico, definito il rapporto

mg
7]:7
my

e C il punto di contatto tra la superficie e la rampa dove agiscono la forza
tangenziale e normale della forza di attrito. Le coordinate del centro geometrico
sono descritte da (X (t),Y (t)) mentre quelle del centro di massa sono identificate
da (x(t),y(t)). I disco ha 3 gradi di liberta 6,X (t),Y (t) il vincolo di corpo rigido

impone che

z(t) = X (t) + nRsin6(t) (41)

24



y(t) =Y (t) + nRcosO(t) (42)

In riferimento alla dinamica del disco le forze agenti su di esso sono: la forza
peso Mg e la forza d’attrito. Risulta utile sviluppare le derivate prime e seconde

delle componenti del centro geometrico

(t) = X (t) +nRO cos O(t)

y(t) = Y (t) — nRO sin O(t)

K
—
~~
~—
I

X (t) — nRO? sin 6 + nRA cos 0 (43)

ji(t) = Y(t) — nRO sin O — nRO? cos O (44)

Si puo scrivere a questo punto la prima equazione cardinale della dinamica
lungo le direzioni del sistema di riferimento preso come origine, sfruttando 3

termini adimensionali w:%, 5:(5)6’.2 e fyzgé

F X

— = — +nycos —na —nPsind 45
Mg g T na—n (45)
i—cosoz— (vsin @ + 1 cos ) (46)
Mg_ ney

Si analizzano 3 differenti tipi di moto: puro rotolamento, rotolamento con
strisciamento e salto:
e puro rotolamento

Se il disco sta rotolando senza strisciare allora vale la relazione X=R 0 e

la prima equazione cardinale si trasforma in

F RO
— = — 4+ nycosl —na — sin 0 47
Mg g T na —ny (47)
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durante questo tipo di moto , la legge di Coulomb-Marin risulta essere

della forma: F < p;N dove us € coefliciente di attrito statico.

Nel momento in cui il disco supera la condizione di attrito statico la disu-
guaglianza non risulta piu valida ed il disco puo incorrere in due differenti

tipi di moto:
slittamento e strisciamento

Nel momento in cui F=ug4 N, dove pg risulta essere coefficiente d’attrito
dinamico e X < R si ha che quando il disco slitta ’equazione risulta

essere in termini adimensionali

X sina —n(ycosf — sinf) + pgN (48)
g

al contrario per lo strisciamento

%
7 =sina —n(ycosf — sinh) — ugN (49)
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Figura 5: Grafici Theron [4]

Sperimentalmente [4] si ¢ visto che I’angolo di salto risulta essere compre-
so tra (2m,2m).Le equazioni scritte in precedenza (45),(46),(47),(48),(49) che
descrivono la dinamica del disco possono essere semplificate in un modello a
quattro parametri indicato con il simbolo R in cui il comportamento dipende
inclinazione . In figura viene mostrato un esempio per valori di R=(0.5;1;1;0.6)
[4]. Osservando i grafici relativia N e F//N (5), & chiaro che il disco rotola inizial-

‘LNI < e F <0 fino alla posizione in cui 6;=46,9" nella quale inizia

mente con
a strisciare. Il movimento di slittamento dura fino alla posizione di #;=160" ,a
questo punto ,le forze e le accelerazioni cambiano in modo discontinuo e il cer-
chio parte rotolando nuovamente a causa della reazione normale molto ampia in
prossimita di 83=180".La fase di rotolamento dura fino a 6,=231,3", infine nella

posizione 05=322,6" la componente normale della reazione vincolare si annulla

ed il disco inizia a saltare.

3.2.2 Modello Yanzhu

Yanzhu [5] ha studiato il comportamento dinamico di un disco che rotola con
una massa puntiforme sbilanciata sotto l'influenza della forza peso; il disco

non puo mantenere un puro rotolamento prima di saltare e lo slittamento e
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inevitabile.Il salto del puo avvenire solo quando la derivata dell’accelerazione

verticale rispetto al tempo ¢ positiva.
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Figura 6: Moto di puro rotolamento di un disco con punto di massa attaccato

[5]

Viene considerato un disco rigido di raggio R e massa m. Un punto P di
massa Am e attaccato all’estremita del disco, la massa totale del sistema risulta
essere m. Si denota con C' il centro di massa del sistema e con O il centro
geometrico del disco rispettivamente con le coordinate (z.,y.) e (z,y) rispetto
ad un sistema di riferimento O(z,y). Indicando con € I’angolo di rotazione del
disco ed il momento d’inerzia I=(1-A?)mR? e con N e F rispettivamente la
componente normale e tangenziale della forza d’attrito , le equazioni cardinali

della dinamica sono descritte dalle seguenti equazioni

ma, = F (50)
mye = N —mg (51)
16 = —F(x —x.)+ Ny (52)

un’altra condizione da imporre risulta essere che il centro geometrico si

muova lungo una trocoide di equazione
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Te =12+ ARsin6 (53)

Ye =y + AR cosf (54)

Al fine di scrivere le equazioni cardinali della dinamica risulta utile sviluppare

la derivata prima e seconda

T. =1+ AR cos 0
Yo =19 — AR sin 0
@s =&+ ARB cos — \RA2 sin 0 (55)

. =4 — ARfsinf — AR62 cos 0 (56)
Per mantenere contatto con la superficie d’appoggio una condizione da im-

porre risulta essere y=R e dunque §j=y=0.

Ora possono essere scritte le equazioni cardinali della dinamica nella forma

M [a: + ARf cos 0 — ARG? sin a] —F (57)

M {—)\Ré sinf — AR62 cos 9} =N —mg (58)

16 = —M [;v + AR cos  — AR6? sin 0} (z —x.) + My(g — ARG sin  — AR2 cos 0
(59)
In condizioni di puro rotolamento si ha che al posto di x si sostituisce la

relazione z=Rf e di conseguenza i=Rf e Z=Rf e equazione (60) diventa

10 =—-M [R@ + ARf cos — ARO? sin 0| (z—x.)+My(g— ARf sin  — \R6?2 cos 0
(60)
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si ottiene dunque un’equazione differenziale del secondo ordine che viene
risolta imponendo le condizioni iniziali al tempo t=ty con 0(tg)=0y e é(to)zéo.
Sperimentalmente [5] si & visto che per valori di 6 € (37,27) F cresce con
f, mentre nel momento in cui la componente della forza d’attrito tangenziale
supera un certo valore critico , la disuguaglianza di Coulomb-Marin non viene
rispettata ed il disco comincera a slittare. Per studiare le condizioni di salto,
bisogna stabilire che ad un determinato tempo t¢; il disco perde contatto con la

superficie d’appoggio e devono essere soddisfatte due condizioni:

¢ Sia la componente normale che tangenziale della forza d’attrito tendono

a zero e dunque le equazioni cardinali per il moto libero dopo il salto

diventano
Ze(t1) =0 (61)
Ye(t1) = —g (62)
6(ty) =0 (63)

All’istante t=t; il rotolamento (con strisciamento) continua ed il centro
geometrico O trasla con moto rettilineo uniforme. Riprendendo ’equazio-

ne (56) si ottiene che

—g = —ARO2 cos b, (64)
; g
2 = —
0 AR cos 01 (65)

Affinché si verifichi il salto bisogna imporre che cosf; > 0 e dunque %ﬂ' <
0 < g’ﬂ'e |91| > \/% [5]

¢ il centro geometrico O ha una tendenza a muoversi verticalmente verso
I'alto a t=t;. In questo momento il disco ¢ istantaneamente libero e non
sottoposto ad alcun tipo di vincolo. Il centro di massa C' effettua un mo-

vimento parabolico sotto 1’azione della forza peso ed il disco ruota attorno
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al centro di massa C con velocita uniforme nello stesso tempo. L’accele-
razione del centro O ¢ uguale alla somma dell’accelerazione gravitazionale

e l'accelerazione centripeta del punto O, il tutto puo essere espresso come

§j(t) = —g + AR62 cos b (66)

Cio significa che il disco non ha né velocita verticale né ’accelerazione
verticale, al fine di controllare la tendenza del moto € necessario calcolare

la derivata terza di y(t)
§(t) = —AR6, sinf; > 0 (67)

il centro O ha una tendenza a staccarsi dalla superficie d’appoggio e,
analogamente, compiere il moto verso 'alto , la disuguaglianza scritta in

precedenza risulta essere valida se
W<91<2ﬂ,91>0

Queste ultime due condizioni devono essere unite a %77 <0 < gme

161 > /5%
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Figura 7: Traiettorie di fase [5]

In conclusione si puo affermare che un disco con una massa puntiforme non
puod mantenere un moto di puro rotolamento prima di saltare e uno slittamento
¢ inevitabile. Il1 disco non ha né velocita verticale né ’accelerazione verticale
nel momento in cui la componente normale della forza d’attrito tende a zero. 11
salto del disco puo avvenire solo quando la derivata dell’accelerazione verticale
rispetto al tempo & positiva nello stesso tempo in cui il vincolo normale & uguale
a zero. I moti inerenti al puro rotolamento, rotolamento con strisciamento e

salto sono mostrati dalle traiettorie di fase in figura (7)

3.2.3 Studi sperimentali e Comparazioni numeriche

Nell’articolo [1] viene illustrata una serie di prove sperimentali utilizzate per
studiare il comportamento di un cilindro eccentrico (realizzazione fisica di un
disco eccentrico ) che rotola lungo un piano inclinato. La figura seguente mostra

un’illustrazione del sistema sperimentale e le relative dimensioni:
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Figura 8: Illustrazione di un cilindro che rotola lungo una rampa usato per le

prove sperimentali [1]
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Figura 9: rampa e cilindro rivestito in gomma [1]

mentre le figure (9(a) e (b)) mostrano un’immagine della rampa fabbricata
e del cilindro utilizzato durante le prove sperimentali. Il piu alto punto della
rampa, e stato progettato per essere regolabile e consentire diversi angoli di

inclinazione.

11 cilindro eccentrico che risulta essere la realizzazione fisica del disco eccen-
trico e stato costruito da un grande tubo in PVC, lati stampati in 3D e una serie
di tubi in PVC piu piccoli intercambiabili riempiti con masse diverse. I piccoli
tubi sono stati fissati sulla superficie interna del tubo grande con tappi terminali
stampati in 3D. Gli esperimenti sono stati eseguiti con la superficie esterna del
cilindro non rivestito e rivestito con un sottile rivestimento in gomma in mo-

do tale da aumentare il coefficiente di attrito statico e quindi ritardare 1'inizio
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Experimental Data Obtained in Tracker (o — 18.1%)

v
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e
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Figura 10: Screenshot dallo strumento di analisi video Tracker(a) ed Esempio
di dati sperimentali per un sistema simmetrico cilindro (blu) e un cilindro de-

bolmente asimmetrico (rosso) (b). [1]

dello scorrimento.L’ illustrazione dell’approccio di elaborazione delle immagini
utilizzato per tracciare il movimento del cilindro € mostrato nell’immagine che
segue (10): i marcatori sono stati posizionati al centro geometrico e nella po-
sizione della massa aggiunta. Il video ¢ stato registrato a 240 fps utilizzando
una fotocamera da 12 MP e tutti i dati sono stati elaborati in Matlab. Per
ottenere una traccia della traslazione e della rotazione del disco lungo la ram-
pa,il processo richiede di definire un sistema di assi coordinati. La figura (10)
mostra il tracciamento delle coordinate nel sistema di riferimento del cilindro.
Un cilindro senza eccentricita & stato utilizzato come controllo per garantire che

la misurazione,il tracciamento e i metodi di elaborazione dei dati fossero validi.

36



La prima serie di esperimenti ¢ stata eseguita con il cilindro rivestito in
gomma che corrisponde a p;=0.35. In figura (11) viene mostrato un confronto
tra dati numerici sperimentali per un cilindro con un’eccentricita relativamente
piccola e = 0.0042 m che ¢ stato fatto rotolare verso il basso con un angolo
di inclinazione a= 15.2°. Come mostrato nella figura (11(a)) , previsioni per
z e R corrispondono molto bene ai dati sperimentali. Anche le osservazioni
sperimentali e le previsioni per la velocita, mostrate nella figura (11(b)), sono
molto simili. Una caratteristica degna di nota delle serie temporali di velocita
osservabili sia nella simulazione che nell’esperimento e la divergenza di Rf e &
. Questa divergenza e una forte indicazione visiva di strisciamento e, infatti, si
nota sia rotazione che lo strisciamento; la rotazione si verifica quando RO > i
e lo strisciamento & quando RO < i.A causa dei vincoli sulla dimensione della
rampa, il sistema sperimentale non ha effettuato il salto entro l'intervallo di
tempo osservato. Nella simulazione, il salto e stato previsto a ¢ = 1.832 s subito
dopo la fine dell’esperimento. Tuttavia, lo strisciamento si € verificato vicino
al tempo di scorrimento previsto ts = 0.985 s. Successivamente, per mostrare
ulteriormente la congruenza tra simulazione ed esperimento, i risultati dello
stesso sistema di sopra (e = 0.0042 m, uy = 0.35) sono esaminati nel piano di

fase (12(a)) e (12(b)).
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Figura 11: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la
posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0042 m) con coefficiente di attrito
py = 0.35. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la
velocita di un cilindro eccentrico (e = 0.0042 m) con coefficiente di attrito ps
= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento & avvenuto a t = 0.985

s e il primo salto ¢ avvenuto a t = 1.832 s. [1]
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Figura 12: (a) Confronto delle misurazioni sperimentali con le previsioni nume-
riche nel piano di fase per posizione di un cilindro con e = 0.0042 m e puy =
0.35. (b) Confronto delle misurazioni sperimentali con previsioni numeriche nel

piano di fase per la velocita di un cilindro con e = 0.0042 m ed py = 0.35 [1]

La seconda serie di esperimenti e stata condotta con il cilindro non rivestito
che corrisponde a py=0.25. La Figura (13) mostra un confronto tra simulazioni
numeriche e osservazioni sperimentali per i materiali meno abrasivi, il cilindro
ha un’eccentricita di e = 0.0120 m che rotola lungo un piano inclinato di un
angolo in linea di a=18.1".Si puo notare come ’esperimento corrisponde bene
alla previsione nella serie temporale sia per la posizione (13(a)) che per la velo-
cita (13(b)). La Figural3(b) mostra sia lo strisciamento che la rotazione nelle
osservazioni sperimentali e nella simulazione numerica. Infine, nella simulazione
sono stati osservati strisciamenti e salti.Ora i risultati per lo stesso cilindro (e
= 0.0120 m, x5 = 0.25) sono presentati nel piano di fase. Figura (14(a)) mo-
stra un confronto tra la simulazione e i dati sperimentali nel piano di fase. Su
questo piano, la previsione corrisponde molto bene all’esperimento. Nella figura

(14(b)) € mostrato un confronto nel piano della velocita.
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Position (m)

Figura 13: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la
posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito
py = 0.25. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la
velocita di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito uy
= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento ¢ avvenuto a t = 0.595s

ed il primo salto ¢ avvenuto a ¢ = 1.019s. [1]
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Figura 14: (a) Confronto delle misurazioni sperimentali con le previsioni nume-
riche nel piano di fase per posizione di un cilindro con e = 0.0120 m e puy =
0.25. (b) Confronto delle misurazioni sperimentali con previsioni numeriche nel

piano di fase per la velocita di un cilindro con e = 0.0120 m ed py = 0.25 [1]
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L’ultima prova sperimentale & stata realizzata con un cilindro fatto rotolare
lungo un piano inclinato a«=15.2" con un’eccentricita di e = 0.0168 me un coef-
ficiente di attrito statico di g = 0.25. La serie temporale per la posizione ¢
data nella figura (15(a)) e la previsione corrisponde molto bene all’esperimen-
to. Nella figura (15(b)), si mette in luce ancora una volta un notevole accordo
tra le previsioni e osservazioni. Nelle serie di velocita, il modello € in grado di
catturare il tempo e la direzione dello scorrimento, 1'unica differenza notevole
tra la serie temporale della velocita sperimentale e quella simulata ¢ una leggera
differenza nella pendenza verso la fine della serie. Per il resto, entrambe le serie
sono simili e sia quella sperimentale che quella simulata il sistema ha subito
strisciamenti e salti. Infine, i risultati della prova finale (e = 0.0168 m, pr=
0,25) sono mostrati come ritratti di fase nella figura 11. Come prove precedenti,
le previsioni si allineano con ’esperimento sia nel piano di posizione, mostrato

nella figura (16(a)), sia nel piano di velocita, mostrato nella figura (16(b)).
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Figura 15: (a) Confronto di serie temporali numeriche e sperimentali per la
posizione di un cilindro eccentrico (e = 0.0168 m) con coefficiente di attrito
ps = 0.25. (b) Confronto tra serie temporali numeriche e sperimentali per la
velocita di un cilindro eccentrico (e = 0.0120 m) con coefficiente di attrito pr

= 0.35. In simulazioni numeriche, il primo scorrimento & avvenuto a ¢ = 0.617

s ed il primo salto ¢ avvenuto a ¢t = 1.019 s. [1]
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Figura 16: (a) Confronto delle misurazioni sperimentali con le previsioni nume-
riche nel piano di fase per posizione di un cilindro con e = 0.0168 m e uy =
0.25. (b) Confronto delle misurazioni sperimentali con previsioni numeriche nel

piano di fase per la velocita di un cilindro con e = 0.0168 m ed py = 0.25 [1]

4 L’effetto di salto di un cilindro eccentrico che

rotola lungo un piano inclinato

79X

In questa sezione verra analizzato [6] il problema principale della tesi, cioe :”&
possibile passare dal moto di puro rotolamento del cilindro al moto libero dopo il
salto senza passare per il moto intermedio di rotolamento con strisciamento?”.
Al fine di rispondere in maniera precisa, risulta di fondamentale importanza
capire la fisica dell’oggetto in esame: il sistema fisico e costituito da un cilindro
eccentrico (il centro di massa si trova ad una distanza d dal centro geometrico) di
massa M e raggio R che percorre un piano inclinato con attrito. Quest’ultimo e
inclinato di un angolo pari ad « rispetto all’orizzontale. Il moto di rotolamento
del disco e descritto dall’angolo 6. Nella sezione precedente & stato studiato

quali fossero le possibili condizioni di salto di un disco su un piano orizzontale

44



e inclinato, in questa sezione,invece, si andra a derivare i possibili moti che il
cilindro puo effettuare e vedere quali sono i criteri per passare da uno stato

all’altro.
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Figura 17: Configurazione schematica del sistema fisico che mostra un cilindro

che rotola lungo una rampa inclinata di un angolo «. [6]

si definiscono i seguenti dati
(H-O)=s

(CM-C)=d

(C-H)=R

Puro rotolamento

Facendo ricorso alle equazioni cardinali della dinamica per il puro rotola-
mento si deve tener presente che s=R6.
(CM-0)=(CM-C)+(C-0)= (s+dsinf)i+(R+dcosb)j.

Derivando due volte si ottiene che

%(CM —0) = (5+ dfcos )i — dfsin 0

%(CM —0) = (5—dfcosf — db*sin0)i + (—df sin 6 — db? cos 0)j

= (RO + df cos 0 — db? sin 0)i + (—dfsin O — dh? cos )] (68)
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Tenendo conto del fatto che la reazione vincolare ha due componenti: ¢y
lungo la direzione z e ¢, lungo la direzione y si puo scrivere la prima equazione

cardinale della dinamica

Moy = Mgsina — ¢y

Mijoy = —Mgcosa + ¢y,

in cul

iom = RO+ df cos 0 — dO2sind

jion = —dfsinf — df2 cos 0

La seconda equazione cardinale della dinamica assume la forma

M =K
si puo scegliere di operare in due modi:

® si sceglie come polo il centro di massa CM

® si sceglie come polo il punto di contatto tra il cilindro ed il piano inclinato

H

Scegliendo la prima opzione,che nello svolgimento dei calcoli risulta essere
la pit semplice, si deve fare ricorso al Teorema di Huygens-Steiner:

Bisogna calcolare, in primis , il momento d’inerzia rispetto al centro geo-
metrico C' , quindi preso un sistema di riferimento O'=C(a’,y") passando in
coordinate polari si ottiene

' =pcosh
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y = psinf

dS = pdpdf

dove 0 < 0 < 2w e 0 < p < R. Dalle simmetrie materiali appare chiaro

che i piani (2/,2") e (y/,2’) sono di simmetria materiale e quindi il sistema di

33

riferimento ¢ principale d’inerzia. A questo punto appare chiaro che I1;=Is="3

e quindi ¢ sufficiente calcolare solo quest’ultimo termine

27 R 1
Iss=0 / / pdpdfp* = =M R>
0 0 2

A questo punto, riprendendo il Teorema di Huygens-Steiner

Iy = Iiom + Md?sin? 6
Iyo = Inocns + Md? cos® 0

Iz3 = Iszonr + Md?

dunque

Loy = Iy — Md?sin? 6

Inocns = Iz — Md? cos® 0

in conclusione

Iyzonm = Iz3 — Md?

per il calcolo del Momento scegliendo come polo il centro di massa si ha che

M = ¢ A (H—CM)
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(H—-CM) = (—dsinf)i+ (—R — dcosb)j

svolgendo il prodotto vettoriale ed andando a svolgere il determinante sim-

bolico della matrice
i j k
_¢t (bn 0

—dsind —R—dcos 0

si ottiene

M = ¢¢(R+ dcosO)i+ ¢,dsin 6]

allora la seconda equazione cardinale della dinamica diventa

(;MRQ - Md2> 0 = ¢(R + dcos ) + ¢,dsin (69)

Rotolamento con strisciamento
La relazione s=R6 non ¢ piu valida, i termini s e € sono indipendenti tra di

loro, alla relazione del puro rotolamento si sostituisce la seguente espressione

§ = —nRé

dove n € un parametro che misura la deviazione del vincolo cinematico dal

rotolamento puro.

A questo punto la prima equazione cardinale della dinamica risulta

M.féc]v[:MgSinafd)t (70)

dove

Fom = —nRE + df cos 6 — d62sind
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ficnm = —dfsing — do2 cos 0

dall’equazione pura del moto si ricavano i valori delle reazioni vincolari

¢ = Mgsina — M [—nRé—&-décosH— déZSinH]

¢p = Mgcosa+ M {—désin&— dézcosﬂ}

sostituendo nella seconda equazione cardinale della dinamica (69) viene fuori

che

(;MR2 - Md2> 0 = (R + dcos0)(Mgsina — M {fnRé + dficost — dfsin)|)
(71)
+dsinf - (M geosa + M [—désin@ - d@écose}) (72)

svolgendo i calcoli e semplificando la massa si pud ottenere l’espressione
finale di 6
R62 + gdsinfcosa

b= 73
1R? — nR? — nRdcost (73)

Moto libero dopo il salto

Nel moto libero dopo il salto si deve tener conto del vettore (CM-O)
(CM-0)=(CM-C)+(C-0)= (s+dsinf)i+(b+dcosh)j.

Derivando due volte la seguente espressione si ottiene che

%(CM —0) = (54 dfcos )i + (b — df sin 63)

<2MR2 - Md2) 6 = (5—dfcosf— dh?sin) +i+ (b— dfsind — db? cos 0)j

(54 df cos O — df? sin 0)i + (—df sin 6 — db? cos 0)j (74)
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Il cilindro ha perso il contatto con la superficie d’appoggio, il termine ¢ scom-
pare e la prima equazione cardinale della dinamica risulta avere un’espressione

del tipo

M [é—l—décose—déQsinQ)} = Mgsina

M [(b — dfsin 0 — db? cosé))} =—Mgcosa

dalla seconda equazione cardinale della dinamica , si nota che svolgendo
i calcoli per l'equilibrio dei momenti attorno al centro di massa, il momento
risultante ¢ nullo e dunque ’espressione finale risulta essere del tipo 6=0.

Allora le equazioni per il moto libero dopo il salto diventano

§— df2sinf = gsina
b— df2cosh = —gcos

6(t) =0

Transizione dal puro rotolamento al moto libero dopo il

salto

Prendendo in esame la figura precedente (17), si pud osservare come usando
le coordinate del sistema di riferimento O(x,y) si pud scrivere la posizione del

centro di massa come somma di tre vettori
(CM—-0) = (CM—-C)+(C—H)+(H—-0) = s+b+d = (s+dsin 0)i+(b+d cos )

dove il vettore (C-H)=b risulta essere uguale ad R nel momento in cui

il cilindro rimane in contatto con la superficie, mentre nel momento in cui
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quest’ultimo perde il contatto si ha che
bl > R

risulta utile riscrivere la prima equazione cardinale della dinamica, mettendo

in evidenza il valore della componente tangenziale e normale della forza d’attrito

¢y = Mgsina — M {s + dficost — df? sin 9}

¢n = Mgcosa + M {b — dfsind — dé%os@]

Nel caso del puro rotolamento s=b6

¢y = Mgsina — M [b@ + dfcost) — d0.2sin0] (75)

¢n = Mgcosa + M {b — dfsing — dé%os@] (76)

La seconda equazione cardinale risulta essere identica a quella scritta prece-
dentemente nel caso di rotolamento senza strisciamento, solamente che al posto

del raggio R , si avra che

1 .
<2MR2 —Md2> 0 = ¢4(b+ dcosf) + ¢,dsiné (77)

Nel momento in cui il cilindro ¢ a contatto con la superficie d’appoggio si ha

che b=R ed in aggiunta b=0. Sfruttando le equazioni (75) e (76) si puo scrivere

1 .. . .
<2MR2 - Md2) § = (R+dcosf)(Mgsina — MRO — Mdf cos o + Mdb2sinf) +

dsin (Mg cos a — Mdf sin @ — Mdb? cos 6)

1 . .
(QMR2 — Md2> 0 = MgRsina + Mgdsinacos — MR?0 —

MdR6 cos 6 —Md25c0329+MdR925in9+Mgdsin@cosoz—MdQésinzﬁ
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portando tutto al primo membro si ottiene

1 .
9(§MR2 + MR? +2MdR cos ) — MdR6?sin — MgRsina — Mgdsin 6 cos o = 0 (78)

dividendo l'intera espressione per il termine MR? si ottiene:

. 1L
G(MRQ

MR2+1+2%COS¢9)—%Gésinﬁ—%(sina)—g cosa =0 (79)

Rsin6
dove il termine I, rappresenta la matrice d’inerzia calcolata rispetto al centro

geometrico (non centro di massa) sfruttando il Teorema di Huygens-Steiner.
Adimensionalizzando 1’equazione chiamando X:% I’espressione finale risulta

essere

. I, Y . g, .
2 _ 4 _ =
0( 5 + 1+ 2xcosf) — x0?sind (sina) — gxsinfcosa =0 (80)

La condizione di salto ¢ stata introdotta,in alcuni articoli trattati preceden-
temente [3],[2], dalla relazione ¢,,=0,vale a dire il salto avviene nel punto in cui
la forza normale tende a zero. Tuttavia, questa condizione considera l'ipotesi
che il salto non sia possibile dal puro rotolamento, il che significa che il cilindro
debba strisciare prima di saltare. a questo punto la ¢, =0 non ¢ vera (nel caso in
cui si passi direttamente da puro rotolamento a salto del cilindro) e, in aggiunta,
assume un valore positivo

¢n >0

A questo punto per capire il passaggio diretto da puro rotolamento a moto libero
dopp il salto bisogna effettuare alcune considerazioni: il cilindro, nel momento in
cui & a contatto con la superficie, quindi prima del salto, ha un valore di b(t)=R
ed analogamente b=b=0 e i valori di 0(t),0(t) e 6(t) dipendono dall’equazione
(77), percio, prendendo in esame le equazioni per il moto libero dopo il salto,
nell’istante iniziale in cui si supponga che 6(t)=0 si ha che B:—gcosa, successi-

vamente si verra a verificare un aumento del valore di b a causa del contributo
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positivo di 6(t). Dopo il salto, i valori di b=R e b=0 diventano le condizioni
iniziali per b(t) nella condizione di moto libero dopo il salto.Conseguentemente,
nel punto in cui vi € la transizione da puro rotolamento a salto del cilindro si
deve avere che b=0 e dunque nel caso di moto libero dopo il salto si avra la

seguente espressione

dh? cosf — gcosa =0 (81)

Il passaggio da puro rotolamento a moto libero dopo il salto deve avvenire

per un certo angolo =6 in riferimento all’equazione (81) si ottiene

n _ gcosa
77 dcosy

sostituendo (82) a (80) si ottiene

(82)

gcosa
Xdcos 0

.
0( + 1+ 2xcosb)

. g, . .
MR sinf — E(sm a) —gxsinfcosa =0 (83)

e isolando 60 si ottiene

. xsin0 L2 + fsina+ gxsinfcosa

6, = 84
Mljc%z—i-l—I—QxcosHJ (84)

Per avere salto dopo puro rotolamento senza passare per lo strisciamento
deve essere rispettata la legge di Coulomb-Marin \(‘;’—“ < ps , percio al fine di
restringere ’analisi al puro rotolamento si sostituiscono i termini b=0 ed 5=R6

e si ottiene

¢, = MR [% sina — (1 + x cos @ + 62 sin 9)} (85)

On = MR(% cosa — x02 cosf — xBsind) (86)

interessante puntualizzare che all’inizio del moto I’energia cinetica € prossima
allo zero e il centro di massa si trova nella sua posizione piu alta in modo tale

da permettere al cilindro di rotolare essendo in una condizione di equilibrio
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instabile, la reazione vincolare ¢, e positiva ma durante il moto all’aumentare
dei valori di 6 e 6 tende a zero , ma prima di diventare negativa la disuguaglianza
data dalle legge di Coulomb-Marin entra in gioco e cio significa che il cilindro
inizia a strisciare.

Al fine di comprendere al meglio il valore ed il segno della componente tan-
genziale e normale della forza d’attrito , sostituendo le equazioni (81) e (84) alle

equazioni (85) e (86)

L sina+ gxsinfycosa + L2522 xsinf;
¢tg = MR gsinoz—i—xsinﬁjgcosa —(1—|—Xcos0J)(R - dcos 0,
R dcos By 15z + 1+ 2xcosty
Lsina + gxsinfycosa + L25% v sin 6y
¢ny=MR gcosafxgcosaf(xsinﬁJ)(R - dcosfy
R ez +1+2xcosb;

si puo notare da quest’ultima equazione che la componente ¢, non & ne-
cessariamente uguale a zero, nel caso in cui ¢,;5 > 0 e 8 > 6, allora ¢,=0,
fisicamente cio significa che prima di saltare il cilindro potrebbe aver strisciato
e questo impone che la condizione di puro rotolamento non sia piu valida. Co-
me menzionato in precedenza, per avere salto la condizione di partenza & che
la componente ¢,, > 0 e per non avere strisciamento deve essere rispettata la
legge di Coulomb-Marin, a questo punto iniziamo un’analisi volta a scoprire i

possibili valori di 87, non ¢ difficile notare come

2mn —a < 0y < 2mn (89)

conn =1,2,3,.... dove n indica il numero completo dei giri del cilindro.
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Figura 18: Rappresentazione degli angoli e sulla sezione trasversale del cilindro.

[6]

Dalla figura (18) qui riportata si pud notare come I’angolo « + 6 & misura tra
la verticale ed il vettore d. Dalla configurazione geometrica & possibile mettere
in luce che la regione grigia appartiene a quei punti dove ¢,; < 0 mentre la
regione verde appartiene a quei punti dove ¢, ; > 0; a questo punto, la regione
dove & possibile che avvenga il salto direttamente dal puro rotolamento ¢ quando
il centro di massa si trova all’interno della regione verde e si puo notare come
la componente tangenziale ¢.; < 0 il che significa che la forza d’attrito statico
punta verso 'alto ( sistema di riferimento O(z,y)). Alcune restrizioni per i
possibili valori dell’angolo 6 possono essere ricavate dalla Legge di Coulomb-
Marin andando a sfruttare le equazioni (85) e (86) , andando a fare il rapporto

viene a generarsi un’espressione del tipo

96



,U(GJ, IC7 X) =
X sin 91%-&-% sin a+gx sin 0 5 cos «
T
]\/1%2 +1+42x cos 6y
+4£ sina+gxsin 67 cos

Fsin o+ xsind; 1557 — (1+ xcosby)

g cos
dcos 0

cos o X sin 6

xsinf ]éiCRQ+1+2XCOSGJ
< s (90)

g g
Esina — x—

Una tipica soluzione della funzione puo essere espressa

—k2 +km+x2
7(2;7”’)‘)(2)( + cos? 0y

sin&;(% + cosfy)

< s (91)

dove ﬁ:k‘m + %

Vale la pena notare che il dominio espresso dalla disequazione seguente &
pit grande rispetto a quello espresso dall’equazione (52), tuttavia & importante
tenere presente che il limite inferiore per 6; deve essere maggiore o uguale a
2mn-a . Si nota anche che, a causa della consueta proprieta periodica delle
funzioni trigonometriche che compaiono in p( x; km; 05 ), il grafico di questa
funzione & lo stesso per qualsiasi valore intero n. Dopo alcune analisi si puo

concludere che per avere Salto direttamente da puro rotolamento:
® Deve esistere un minimo valore us per il coefficiente di attrito statico

e Per ogni ps > fsmin, @ymin © 0Jmaz sono indicati rispettivamente da
s > Mhsmin © W=lbsmin, C1 Sono due soluzioni per la seguente equazione e
sono rispettivamente 0y, € 0 ymaz, mentre per valori pg >> fgmin C'€

solo una soluzione data da 6 j,,4:.

e Poiché esiste un valore massimo per 6; , che & stato indicato con 8,44,
allora esiste un valore minimo di « , indicato con a,,;,che soddisfa o,y
= 27-0 jpaz, questo e vero perché 0 ; soddisfa la disuguaglianza data .

4.0.1 Commento di alcuni risultati sperimentali

Per avere direttamente Salto a partire dalle condizioni iniziali del puro rotola-

mento , nell’articolo [6] verranno mostrate dei grafici (19) cui devono apparte-
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nere determinati parametri affinché si verifichi questa condizione. Poiché essen-
zialmente si hanno cinque parametri (x,ps,km,n € «), dovranno essere fissati
almeno due parametri in modo che i restanti tre possano essere visualizzati in
uno spazio tridimensionale.Fissando il valore dei parametri n e ug, presentando
le regioni dello spazio («; x;km) e scegliendo un qualsiasi insieme di parametri
a, x e ky, che appartengono a queste regioni, ’avvenimento del Salto risulta
essere garantito. Andando a comparare le due figure si viene a notare che le re-
gioni con ps=1 sono maggiori di us > 0.7. Questo risultato ha senso poiché per
un coefficiente di attrito statico maggiore, ci si aspetta che il cilindro abbia piu
possibilita di mantenere il puro movimento di rotolamento.Per un valore fisso di
[ts possiamo anche confrontare regioni ottenute con valori diversi di n.Ad esem-
pio, dalla figura (19(a)), per il valore di us = 0.7, si deduce che all’aumentare
dei valori di n, le regioni corrispondenti si stanno riducendo. L’interpretazione
fisica di questo risultato ¢ la seguente: n rappresenta il numero di giri com-
piuti dal cilindro, quindi per un dato valore di p4, poiché n = 1 € il pilt basso
possibile valore per n, la maggiore possibilita di avere il salto si verifica prima
che il cilindro completi il giro completo, e la possibilita diminuisce ogni volta
che si aumenta tale valore.Per quanto riguarda I'inclinazione della rampa data
dall’angolo a (dove av =% ¢ il suo valore massimo), si osserva che, all’interno
delle regioni mostrate in figura (19), grandi valori di « sono in corrispondenza
di piccoli valori di x . Questo tipo di corrispondenza ha senso poiché per una
elevata inclinazione della rampa, per evitare uno strisciamento, la forza normale
non deve oscillare molto, e cid avviene quando il valore di x & piccolo. Quando

Iinclinazione della rampa si avvicina al valore di « =%, si viene a notare che

2
le regioni definite dai valori x e k,, diventano piu piccole.Cio & evidenziato dal
fatto che quando « tende a 7, la regione dove si presenta il salto ha la forma di
un cuneo il cui vertice ¢ dato dal punto a=7%,x=0 e k,, = 0. Per interpretare
questo risultato ricordiamo che all’interno della regione in cui avviene il salto,
grandi valori di a sono in corrispondenza con piccoli valori di y, cioe quando

il Centro di Massa e vicino al centro geometrico C del cilindro si hanno minori

oscillazioni della forza normale, che non comporta strisciamento .
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Figura 19: Regioni in cui si verifica il salto nello spazio dei parametri e km, per
valori fissi di us,n e le condizioni iniziali g = 0 e o= 0. (a) Si & posto che ps=
0.7en =1, 2, 3 corrispondono rispettivamente ai solidi verde, viola e arancione.

(b) il plot & uguale a quello precedente presentato in (a) ma con ps = 1[6]

E utile osservare come sfruttando il teorema di Conservazione dell’energia
si possa ricavare, tramite alcune prove in laboratorio, il valore di determinati
angoli del piano inclinato attraverso la quale & possibile notare come il salto si
manifesti .Riferendosi alla figura (17) si puo chiarire che il cilindro, dopo aver

percorso una distanza pari ad s=R#f lungo il piano inclinato:

¢ il centro geometrico non ¢ fisso ed & sceso di una quantita pari ad Hy=R0

¢ il Centro di Massa, allo stesso modo, non si trovera nella stessa posizione

di partenza , ma sard sceso di una quantita pari a Ho=d(1-cosfcosa)

il valore dell’energia potenziale del cilindro sara allora espresso dalla formula

U= Mg[RIsina+ d(1 — cosfcosa)] (92)
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A questo punto calcolo I’energia cinetica rispetto al punto H ( centro di istan-
tanea rotazione e punto di contatto tra cilindro e la superficie) , I'espressione

per lenergia cinetica risulta essere

1
)

T = =462

per il calcolo di Iy si ricorre al Teorema di Huygens-Steiner

1
Iig = hicu+M(H-CM),)? = ZMR2 — Md?cos?0 + M(R 4+ dcos0)* =

ZMRQ + 2M Rd cos

1 1
Inopr = Inocar + M((H — CM),)? = ZMR2 — Md?sin? 0 + Md?sin® 0 = ZMR2

3
Issg = g + loog = §MR2 + 2M Rd cos 6

Dall’equazione L=T-V si puo esprimere che

1 :
§(SMR2 +2MRdcos0)0? — Mg[ROsina + d(1 — cosfcosa)] =0 (93)

3
iMPf—&-MrdcosQ:Mg [ROsina + d(1 — cos 6 cos )] (95)

isolando il valore di 62 si ottiene

Rfsina + d(1 — cos b cos )]
3MR2? + Rd cos

g2 — 91 (96)

Per ricavare il valore di 62 devo imporre che nel momento in cui cilindro perde
il contatto con la superficie d’appoggio la forza centrifuga eguagli la componente

della forza normale della reazione vincolare( ¢, =M gcosa)

F.=—MwA (wA(CM - C)) = Md§? cos 8
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a questo punto posso eguagliare le due espressioni ed ottenere il valore
desiderato
_ gcosa

"~ dcosf

sostituendo il tutto nell’espressione 96 si ottiene

62

gcosa  g[ROsina + d(1 — cosf cos a)] (97)
dcost 3MR2 + Rdcost

Un modo semplice per arrivare a una soluzione di questa equazione e di
plottare entrambi i membri e cercare la prima intersezione delle curve risultanti.
I risultati per angoli di a pari a 15, 30" e 45° sono mostrati in figura (20) e
(21) , in particolare, le linee tratteggiate corrispondono al membro di destra

dell’equazione mentre quella continua corrisponde al membro di sinistra.
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30°, r=10cm
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Figura 20: Grafico di il rispetto a

per a=30" [7]
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a =45, r = llcm
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Figura 21: Grafico di 62 rispetto a

per a=45°
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Nell’articolo [7] viene riportato un esperimento volto a dimostrare la veridi-
cita delle equazioni scritte ; durante il processo, viene utilizzato un cilindro di
raggio r=10,00+0,05 cm , di altezza h=>5,5540,05 cm e una massa mj;= 34,20
+ 0,05g di 9,50£0,01 mm di diametro e con 5,10£0,01 cm di lunghezza di pia-
no inclinato in ottone di massa m = 32,10£0,05 g incorporata parallelamente
all’asse del disco ad una distanza y = 5,50£0,05 cm da esso, quindi il centro
di massa si trova ad una distanza d = 2,656+0,09 cm dal centro del cilindro.
A questo punto viene fatto rotolare il disco lungo rampa inclinata di 15°, 30°
e 45°. Per determinare il luogo del salto, & stato registrato il movimento una
videocamera ad alta velocita (Casio EX ZR100) a 240 e 480 fotogrammi al se-
condo (fps), con risoluzioni corrispondenti di 432 x 320 e 224 x 160 pixel.Le
principali fonti di errore dell’ esperimento sono la posizione iniziale del cilin-
dro, che ¢ stato preso in modo tale che il suo centro di massa fosse normale al
piano inclinato, e il punto in cui il cilindro effettivamente salta. La posizione
iniziale del cilindro viene impostata manualmente utilizzando come guida una
squadra fissa perpendicolarmente al piano inclinato all’estremita dove € inizia-
to il movimento. Di particolare interesse € il caso in cui 'angolo a=15°, dove
I’accelerazione iniziale e il moto di discesa del cilindro sono ben visibili, si vede
chiaramente il rallentamento del cilindro ed i salti sia nel secondo caso (a«=30")
e nel terzo caso (a=45"). Nel momento in cui l'inclinazione del piano inclinato
risulta essere di a=45", pero, risulta difficile far avvenire il salto perché avviene
prima che il disco abbia compiuto un intero giro e la sua velocita e relativamente

piccola, quindi il salto & minimo.
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Figura 22: Fotogramma nel punto di salto per un piano inclinato ad a= 15°. [7]
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