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INTRODUZIONE
La presente tesi si concentra su un problema di programmazione lineare finalizzato 

all9ottimizzazione delle rotte di droni per la raccolta di dati da sensori disposti su un 

terreno. Questo lavoro si basa su due modelli matematici sviluppati per minimizzare la 

distanza percorsa da un determinato numero di droni durante il loro tragitto, come 

descritto nell9articolo di Priandana et al. (Persistent Monitoring for Indoor Farming using 

Static and Mobile Sensors, IFAC PapersOnLine, 55-32, 2022).

Il contributo personale consiste nella progettazione e implementazione di un programma 

in C++ in grado di leggere un file di input, estrarre i dati rilevanti e generarne due di 

output, successivamente utilizzati in AMPL. Inoltre, i due modelli matematici descritti 

nell9articolo sono stati implementati in AMPL e, unendo i relativi file, è stato creato un 

modello finale, risolto mediante un algoritmo di column generation.

0.1 Programmazione matematica

La programmazione matematica è una tecnica di modellazione utilizzata per trovare la 

soluzione ottimale per problemi complessi, in cui l9obiettivo è massimizzare o minimizzare 

una funzione obiettivo sotto vincoli specifici. Si tratta di una metodologia applicata in 

numerosi ambiti come la logistica, l9economia, la produzione industriale e la pianificazione 

energetica.

Modelli di Programmazione Matematica

I modelli di programmazione matematica si distinguono in diverse categorie principali:

• Programmazione Lineare (PL): Modelli in cui la funzione obiettivo e i vincoli sono 

espressi da relazioni lineari. Questi problemi sono tra i più comuni e possono essere 

risolti con algoritmi efficienti come il metodo del simplesso.

• Programmazione Non Lineare (PNL): Problemi in cui almeno una relazione 

(funzione obiettivo o vincolo) è non lineare, aumentando significativamente la 

complessità e richiedendo tecniche avanzate di ottimizzazione.
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• Programmazione Lineare Intera (PLI): Una variante della PL in cui alcune variabili 

devono assumere valori interi. È riconducibile alla PNL ed è particolarmente 

rilevante per problemi combinatori, come il routing o la pianificazione.

Componenti di un Modello di Programmazione Matematica

Un modello di programmazione matematica si compone di tre elementi principali:

• Variabili decisionali: Rappresentano le decisioni da determinare per risolvere il 

problema, sono le "incognite" del modello. Nel caso della presente tesi, queste 

variabili rappresentano le traiettorie dei droni.

• Funzione obiettivo: Definisce l9obiettivo del problema, ad esempio minimizzare la 

distanza complessiva percorsa dai droni.

• Vincoli: Impongono restrizioni alle variabili decisionali. Nel contesto della tesi, i 

vincoli includono la copertura completa dei sensori e il rispetto dei limiti di 

autonomia dei droni.

Tecniche di Risoluzione

Per risolvere modelli di programmazione matematica si possono utilizzare diversi 

algoritmi. Tra i più utilizzati:

• Simplesso: L9algoritmo del simplesso, ideato da George Dantzig negli anni 840, è un 

metodo per risolvere problemi di programmazione lineare, basato sull9esplorazione 

dei vertici del poliedro delle soluzioni ammissibili. Questo poliedro è definito dai 

vincoli del problema e rappresenta una regione convessa nello spazio delle variabili 

decisionali. L9algoritmo opera spostandosi lungo i bordi del poliedro, passando da 

un vertice all9altro in direzione di miglioramento della funzione obiettivo, che può 

essere crescente in caso di massimizzazione o decrescente in caso di 

minimizzazione. Questo procedimento continua fino a raggiungere un vertice che 

non consente ulteriori miglioramenti, determinando così la soluzione ottimale. 

L9efficacia del metodo si basa su due principi fondamentali: la soluzione ottimale, 

se esiste, si trova sempre in uno dei vertici del poliedro, e il movimento lungo i 
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bordi garantisce un miglioramento progressivo della funzione obiettivo, evitando 

l9esplorazione inefficiente dell9intero spazio delle soluzioni.

• Branch-and-Bound: È una tecnica per risolvere problemi di programmazione 

lineare intera (PLI) e problemi combinatori complessi. La sua strategia consiste nel 

suddividere il problema originale in sottoproblemi più piccoli e più semplici da 

risolvere. Ogni sottoproblema rappresenta una parte dello spazio delle soluzioni del 

problema originale, che viene esplorato in modo sistematico.

• Column Generation: Una metodologia avanzata per gestire problemi con un 

numero elevato di variabili. Genera dinamicamente solo le variabili necessarie per 

migliorare la soluzione corrente, evitando di considerare tutte le possibili colonne 

in anticipo.

Importanza della Programmazione Matematica

La programmazione matematica è centrale in molti settori pratici, grazie alla sua capacità 

di modellare problemi complessi in modo rigoroso.

• Nel settore della logistica, la programmazione matematica è ampiamente utilizzata 

per ottimizzare i percorsi di veicoli e droni, pianificare la distribuzione delle merci 

e gestire le scorte.

• In ambito finanziario, la programmazione matematica viene utilizzata per risolvere 

problemi di pianificazione degli investimenti, gestione del rischio e ottimizzazione 

del portafoglio.

• Nel settore manifatturiero, la programmazione matematica viene utilizzata per 

ottimizzare la pianificazione della produzione e la gestione delle linee di 

assemblaggio.

0.2 Problemi di routing

I problemi di routing costituiscono una classe di problemi nell9ambito dell9ottimizzazione 

combinatoria, con applicazioni che spaziano dalla logistica ai trasporti alla pianificazione 

urbana.
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Questi problemi si concentrano sull9individuazione di percorsi ottimali per uno o più 

agenti che devono muoversi attraverso una rete o un grafo, rispettando vincoli specifici e 

ottimizzando una funzione obiettivo, come la minimizzazione dei costi, delle distanze o 

dei tempi. La complessità di questi problemi varia a seconda della dimensione della rete, 

delle connessioni e dei vincoli considerati, rendendo spesso necessaria l9applicazione di 

tecniche avanzate di ottimizzazione.

Problemi principali

• Il Traveling Salesman Problem (TSP) è uno dei problemi combinatori più studiati. 

L9obiettivo è trovare un percorso chiuso che permetta a un agente di visitare un 

insieme di nodi esattamente una volta, minimizzando la distanza complessiva. 

Sebbene il TSP sia concettualmente semplice, è computazionalmente complesso 

per istanze con molti nodi.

• Il Vehicle Routing Problem (VRP) è una generalizzazione del TSP che coinvolge 

una flotta di veicoli che devono servire un insieme di clienti. L9obiettivo è 

ottimizzare i percorsi dei veicoli minimizzando costi o distanze, rispettando vincoli 

come la capacità dei veicoli, finestre temporali per le consegne o altre limitazioni 

operative. Questo problema è ampiamente applicato in logistica, trasporti e 

distribuzione. 

Elementi chiave dei Problemi di Routing

• Rete o grafo di riferimento: La rete è rappresentata come un grafo, dove i nodi 

corrispondono a località, sensori o punti di interesse, mentre gli archi rappresentano 

le connessioni tra i nodi, spesso associati a costi, distanze o tempi.

• Agenti mobili: Gli agenti (veicoli, droni, persone) devono muoversi attraverso il 

grafo per completare i compiti assegnati. Possono avere limiti di capacità, 

autonomia o durata operativa.

• Obiettivi di ottimizzazione: Gli obiettivi principali possono includere la 

minimizzazione della distanza totale, la riduzione dei costi operativi o la 

massimizzazione dell9efficienza del sistema.
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• Vincoli: I vincoli aggiungono complessità al problema e possono includere: capacità 

degli agenti mobili, finestre temporali per l9esecuzione dei compiti, limiti di 

autonomia o durata delle rotte.

Tecniche di Risoluzione

• Algoritmi esatti: Questi algoritmi, come il Branch-and-Bound e il Branch-and-Cut, 

trovano soluzioni ottimali, ma possono diventare proibitivi in termini di tempi di 

calcolo per problemi con molti nodi.

•  Euristiche e metaeuristiche: Sono metodi di ottimizzazione utilizzati per trovare 

soluzioni accettabili (e talvolta ottimali) a problemi complessi, soprattutto quando i 

metodi esatti diventano troppo costosi in termini di tempo computazionale o 

memoria.

DESCRIZIONE DEL PROGETTO

Nell9articolo di Priandana et al. (IFAC PapersOnLine, 55-32 (2022), pp. 129–134) viene 

analizzato l9uso di sensori statici e mobili (quadrirotori) per il monitoraggio in ambienti di 

agricoltura indoor. L9obiettivo principale è garantire la navigazione autonoma dei 

quadrirotori per coprire eventuali buchi di monitoraggio causati dal malfunzionamento dei 

sensori statici. A tale scopo, viene proposta una strategia articolata in tre livelli:

1. Suddivisione delle aree non coperte in diverse regioni di interesse.

2. Assegnazione dei quadrirotori alle regioni di interesse mediante un algoritmo 

euristico di tipo evolutivo, basato sul paradigma ant-colony.

3. Progettazione di un controllo per la copertura dinamica che utilizza una 

funzione di densità variabile nel tempo, con l9obiettivo di garantire un 

monitoraggio continuo.

Nella presente tesi, l9attenzione è focalizzata sul terzo livello. In particolare, anziché 

utilizzare una funzione di densità variabile, vengono formulati due modelli matematici per 

descrivere il problema come un problema di programmazione matematica. Questi modelli 

sono implementati e risolti utilizzando il software AMPL.
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1.1 Contesto e obiettivi del Progetto
La sicurezza alimentare è una questione sempre più rilevante a causa di diverse 

problematiche emergenti:

• la carenza di lavoratori agricoli

• la diminuzione dei terreni agricoli disponibili

• l9aumento della domanda alimentare

In risposta a queste sfide, stanno emergendo soluzioni innovative basate sull9automazione 

agricola, come l9agricoltura urbana indoor e l9agricoltura verticale intelligente (Saad et al., 

2021). Un elemento cruciale di questi approcci è rappresentato dal monitoraggio costante 

delle piante, che consente analisi in tempo reale e interventi mirati per mantenere 

condizioni ambientali ottimali per le coltivazioni.

Il monitoraggio nell9agricoltura indoor può essere effettuato tramite sensori statici, sensori 

mobili o una combinazione di entrambi. I sensori statici, come quelli utilizzati nelle reti di 

sensori wireless (Wireless Sensor Networks, WSN), permettono un monitoraggio 

continuo per giorni prima di necessitare la ricarica delle batterie (Sharma et al., 2019). 

Tuttavia, la loro installazione in infrastrutture fisse comporta costi elevati per eventuali 

modifiche o riconfigurazioni, rendendo complessa la gestione di sensori guasti. I 

malfunzionamenti, infatti, generano buchi di copertura che riducono l9efficacia del 

monitoraggio.

I sensori mobili, come i veicoli aerei senza equipaggio (Unmanned Aerial Vehicles, UAV), 

offrono una maggiore flessibilità grazie alla capacità di riposizionarsi autonomamente 

(Elmokadem, 2019). Tra gli UAV, i micro e nano quadrirotori sono particolarmente 

indicati per l9agricoltura indoor grazie alle dimensioni ridotte e ai costi contenuti. Tuttavia, 

il loro utilizzo prolungato non è energeticamente efficiente, poiché gran parte dell9energia 

è consumata per il movimento.

La combinazione di sensori statici e mobili rappresenta una soluzione ottimale, 

consentendo di sfruttare i vantaggi di entrambe le tecnologie per garantire un 

monitoraggio efficace e continuo.
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In questo contesto, a differenza di quanto descritto da Elmokadem (2019), i quadrirotori 

assumono un ruolo di riserva, intervenendo per coprire i buchi di monitoraggio causati da 

sensori statici malfunzionanti. L9obiettivo principale è minimizzare i buchi di copertura 

nel tempo attraverso una navigazione ottimale dei quadrirotori.

Nell9articolo di Priandana et al. (IFAC PapersOnLine, 55-32 (2022), pp. 129–134), viene 

analizzato uno scenario di agricoltura indoor in cui l9area del campo è rappresentata da 

una regione rettangolare completamente coperta da sensori statici posizionati a distanze 

regolari. La problematica principale riguarda i buchi di copertura generati dal guasto di 

alcuni sensori statici. Per affrontare questa sfida, una flotta di piccoli quadrirotori, 

equipaggiati con sensori, è utilizzata per monitorare le aree non coperte, senza richiedere 

interventi manuali.

Ciascun quadrirotore è progettato per monitorare un sottoinsieme dell9area del campo 

all9interno di un raggio di rilevamento fisso. Il problema si concentra sull9ottimizzazione 

della guida di un numero n di quadrirotori per monitorare i buchi di copertura. L9obiettivo 

è ridurre al minimo i buchi di copertura in ogni momento, garantendo un monitoraggio 

costante e minimizzando al contempo la distanza di volo di ciascun quadrirotore. Questa 

sfida è particolarmente rilevante poiché il tempo di volo è limitato dalla capacità della 

batteria, che consente un9autonomia di soli 20-30 minuti (Figliozzi et al., 2018). Pertanto, 

è necessario ottimizzare la distanza totale percorsa da ciascun quadrirotore.

1.2 Strategia di monitoraggio a tre livelli

Priandana et al. propongono una strategia a tre livelli per la dislocazione di n quadrirotori 

in l regioni più piccole:

1) Divisione delle aree: L9algoritmo K-means è utilizzato per suddividere i buchi di 

copertura in l regioni più piccole, ciascuna rappresentata dal proprio baricentro.

2) Assegnazione dei quadrirotori: Un algoritmo ant-colony viene applicato per 

assegnare i quadrirotori alle regioni, tenendo conto della dimensione di ciascuna 

regione, della capacità di rilevamento dei quadrirotori e della distanza tra la 

posizione iniziale del quadrirotore e la regione.
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3) Controllo della copertura: L9input di controllo per ciascun quadrirotore è 

calcolato utilizzando l9algoritmo di copertura basato sulla suddivisione di 

Voronoi in ogni regione assegnata.

1) Utilizzo dell9algoritmo K-Means

L9algoritmo K-means è utilizzato per clusterizzare i buchi di copertura in un numero l di 

gruppi. Questo algoritmo è stato scelto per la sua semplicità e per la capacità di determinare 

l9appartenenza di un elemento a un gruppo specifico.

La procedura di K-means può essere riassunta nei seguenti passi:

1. Inizializzazione di l punti casuali, che rappresentano i baricentri iniziali dei gruppi.

2. Assegnazione di ciascun sensore rotto al baricentro più vicino.

3. Aggiornamento dei baricentri calcolando la media dei punti assegnati a ciascun 

gruppo, dove i punti rappresentano i sensori rotti.

4. Ripetizione dei passi 2 e 3 fino a convergenza, ovvero finché i baricentri non 

subiscono ulteriori modifiche.

Al termine del processo, si ottengono l gruppi di sensori rotti, ciascuno rappresentato dal 

proprio baricentro.

2) Allocazione dei compiti mediante una variante dell9algoritmo M-ACO

Una variante dell9algoritmo ant-colony (Modified Ant Colony Optimization, M-ACO) è 

utilizzata per l9allocazione dei compiti, ovvero per assegnare i quadrirotori disponibili ai 

diversi cluster. L9algoritmo, ispirato al comportamento delle formiche nella ricerca del 

cibo, simula il rilascio di feromoni come mezzo di comunicazione, che guidano altre 

formiche verso soluzioni ottimali.

Il metodo M-ACO proposto mira a:

• identificare i quadrirotori più adatti per coprire ciascuna regione

• garantire un9equa distribuzione dei quadrirotori tra le regioni contenenti i sensori 

guasti



9

• ottimizzare l9utilizzo delle batterie dei quadrirotori, riducendo al minimo la distanza 

tra ciascun quadrirotore e la regione a cui è assegnato.

La logica dell9algoritmo prevede che le "formiche" virtuali assegnino priorità alle regioni 

non ancora completamente coperte, selezionando successivamente il quadrirotore più 

vicino. Inoltre, il metodo M-ACO garantisce una distribuzione distinta dei quadrirotori, 

evitando sovrapposizioni o ridondanze nella copertura delle regioni.

3) Formulazione dell9input di controllo per una copertura persistente

La formulazione dell9input di controllo serve a garantire che tutti i quadrirotori assegnati 

coprano in modo persistente la propria area designata. L9approccio adottato si basa sulle 

idee proposte da Hübel et al. (2008), Sugimoto et al. (2015) e Dan et al. (2021).

Poiché i quadrirotori sono destinati a operare esclusivamente nell9area a cui sono stati 

inizialmente assegnati, la discussione si focalizza su una singola regione e sui quadrirotori 

presenti in essa. Per sviluppare un algoritmo di controllo della copertura, le aree prioritarie 

da monitorare, come i buchi di copertura, vengono modellate come una funzione di 

densità. Per la partizione della regione si utilizza l9approccio basato sulla suddivisione di 

Voronoi, come descritto da Cortés et al. (2005).

La legge di controllo basata sulla partizione di Voronoi previene implicitamente le 

collisioni tra i quadrirotori, come discusso in Gusrialdi et al. (2009). Tuttavia, per garantire 

una sicurezza maggiore, la prevenzione delle collisioni può essere incorporata 

esplicitamente attraverso approcci come la funzione di barriera di controllo, proposta da 

Dan et al. (2021).

In uno scenario pratico, si suppone che la capacità di rilevamento complessiva dei 

quadrirotori assegnati sia inferiore all9area totale da coprire. Questo implica che i 

quadrirotori debbano visitare periodicamente le posizioni dei sensori guasti. Per 

raggiungere questo obiettivo, si introduce una funzione di densità variabile nel tempo, che 

rende necessario un monitoraggio periodico: un punto già coperto da un quadrirotore, 

dopo un certo intervallo di tempo, richiede una nuova visita per mantenere la copertura 

persistente dei buchi.
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L9aggiornamento della densità è gestito da un sistema centrale per ciascuna regione. 

Questo approccio è necessario perché ciascun quadrirotore non è in grado di determinare 

autonomamente se un altro quadrirotore ha già monitorato una determinata posizione 

nella stessa regione.

Obiettivo del progetto

Il presente progetto è focalizzato sull9ottimizzazione delle rotte dei droni per la raccolta di 

dati da sensori disposti in un campo rappresentato da una griglia di dimensioni 20x20. 

L9obiettivo principale è migliorare l9efficienza operativa minimizzando la distanza percorsa 

dai droni, garantendo al contempo la copertura completa di tutti i sensori target (cioè quelli 

non funzionanti) presenti nel campo.

Questo lavoro si basa su due modelli matematici sviluppati per risolvere il problema, che 

traducono in linguaggio matematico tutti i dettagli operativi. I modelli rappresentano il 

campo come un grafo 20x20, dove i nodi corrispondono alle posizioni del campo e gli 

archi collegano le posizioni adiacenti, inclusi gli spostamenti in diagonale.

I modelli, inoltre, includono le specifiche delle capacità dei droni, come il raggio di 

sensibilità e la distanza massima percorribile, nonché il requisito fondamentale che ogni 

drone completi cicli chiusi, ossia che l9ultima posizione del ciclo coincida con quella di 

partenza.

Questi modelli matematici costituiscono una solida base teorica per l9ottimizzazione delle 

rotte, fornendo vincoli che assicurano il raggiungimento di tutti i sensori e la 

minimizzazione della distanza totale percorsa. Il progetto si concentra sulla loro 

implementazione e integrazione in AMPL.

METODOLOGIA
In questa sezione viene fornita una spiegazione approfondita della metodologia adottata 

per l9ottimizzazione delle rotte dei droni. Verranno analizzati i due modelli matematici 

principali: il "Modello Master" e il "Modello Pricing", evidenziandone la formulazione e 

l9implementazione in linguaggio AMPL. Sarà inoltre descritto il ruolo del programma 
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sviluppato in C++, con particolare attenzione alle sue funzioni e agli output generati, 

fondamentali per l9integrazione con i modelli matematici. Infine, verrà esaminato 

l9algoritmo di column generation, illustrandone i vantaggi in termini di efficienza e 

riduzione dei tempi di risoluzione del problema delle rotte dei droni.

2.1 Column Generation
L9algoritmo di Column Generation è una tecnica di ottimizzazione basata sulla 

decomposizione di Dantzig-Wolfe, utilizzata per risolvere problemi di programmazione 

lineare intera in modo più efficiente, specialmente quando il problema presenta una 

dimensione molto grande. Questa metodologia è particolarmente utile in contesti in cui 

generare dinamicamente le variabili decisionali risulta più pratico rispetto a definire in 

anticipo tutte le variabili decisionali che sono in numero esponenziale.

Il principale motivo per applicare l9algoritmo Column Generation è la presenza di un 

numero eccessivo di variabili (colonne). 

L9idea alla base dell9algoritmo consiste nel risolvere una versione ristretta del problema 

principale (Master Problem), definito su un sottoinsieme R delle colonne della matrice A. 

Successivamente, si generano dinamicamente solo le colonne di A che migliorano la 

soluzione o che orientano la ricerca verso l9ottimo.

Fasi dell’algoritmo:

1. Generazione iniziale delle colonne: Si parte con un insieme ridotto di colonne 

iniziali, che possono essere generate tramite metodi euristici o procedure avanzate. 

Queste colonne rappresentano un sottoinsieme delle variabili decisionali.

2. Risoluzione del Master Problem ristretto: Il Master Problem utilizza le colonne 

disponibili per ottenere una soluzione parziale ottimale.

3. Risoluzione del Pricing Problem: Il Pricing Problem identifica nuove colonne che 

possono migliorare la soluzione corrente del Master Problem. Basandosi sui valori 

delle variabili duali del Master Problem, il Pricing Problem cerca colonne con costo 

ridotto negativo. Queste colonne rappresentano variabili che, se incluse, 

migliorerebbero la funzione obiettivo del problema complessivo.
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4. Iterazione: La nuova colonna generata dal Pricing Problem viene integrata nel 

Master Problem, e il processo viene ripetuto fino a ottenere una soluzione ottima 

o un9approssimazione accettabile.

L9idea chiave del Column Generation è di evitare la generazione e il trattamento di tutte 

le colonne in anticipo e di focalizzarsi sulle colonne che contribuiscono effettivamente alla 

soluzione ottimale, permettendo così di gestire problemi di dimensioni molto grandi in 

modo più efficiente. Tuttavia, l9efficacia della metodologia dipende dalla complessità del 

Pricing Problem: se quest9ultimo è computazionalmente oneroso, l9intero processo può 

risultare rallentato.

Nel contesto della presente tesi, l9algoritmo di Column Generation viene utilizzato per 

generare dinamicamente traiettorie ottimali per i droni. Ogni colonna rappresenta una 

possibile traiettoria, e il Pricing Problem identifica nuove traiettorie da aggiungere al 

Master Problem per migliorare la copertura complessiva del campo.

2.2 Modello Master

Il Modello Master è stato formulato per rispondere a un duplice obiettivo. In primo luogo, 

il modello si propone di selezionare un insieme ottimale di traiettorie per i droni tra le 

molteplici opzioni disponibili, garantendo che ogni sensore presente nel campo sia 

coperto. Questo problema può essere inquadrato come un problema di covering, in cui 

l9obiettivo principale è assicurare che ciascun sensore sia coperto da almeno una traiettoria. 

In secondo luogo, il modello mira a minimizzare la lunghezza complessiva delle traiettorie 

selezionate, contribuendo così a ottimizzare l9efficienza operativa.

Va sottolineato che il modello è costituito da un numero esponenziale di variabili, ovvero 

tutte le possibili rotte. A causa di questa complessità, il modello non viene formulato 

esplicitamente con tutte le variabili. Invece, le singole rotte vengono calcolate 

dinamicamente attraverso il modello di pricing, che permette di individuare solo le 

traiettorie più promettenti da aggiungere progressivamente alla soluzione.

2.2.1 Spiegazione Modello Master
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Variabili decisionali

Il Modello Master utilizza variabili di decisione binarie, indicate come:Ăÿ ∈ {0,1}
Dove i rappresenta l9indice di una traiettoria i-esima. Ciascuna variabile Ăÿ assume il valore 

1 se la traiettoria i-esima è selezionata per far parte della soluzione ottimale, e 0 altrimenti.

Funzione obiettivo

La funzione obiettivo del Modello Master è finalizzata alla minimizzazione della lunghezza 

totale delle traiettorie selezionate per i droni. La lunghezza totale viene calcolata come 

somma delle lunghezze individuali delle traiettorie selezionate. Indicando con �ÿ la 

lunghezza della traiettoria i-esima e con Ăÿ la variabile binaria associata alla selezione della 

traiettoria, la funzione obiettivo si esprime come:min ∑ �ÿĂÿÿ∈Ā
In questa formulazione Ăÿ=1 implica che la traiettoria i-esima viene inclusa nella soluzione 

ottimale e contribuisce alla lunghezza totale, al contrario Ăÿ=0 esclude la traiettoria dalla 

somma, riducendo così la lunghezza complessiva.

Vincoli

Sia �Āÿ un valore binario che indica se la traiettoria i-esima copre il sensore j-esimo (�Āÿ=1) 

o meno (�Āÿ=0). Il vincolo associato garantisce che, per ogni sensore j presente nel campo, 

la somma dei prodotti �Āÿ⋅Ăÿ sia maggiore o uguale a 1:

∑ �ĀÿĂÿÿ∈Ā g 1     ∀ÿ ∈ �
Questo significa che almeno una traiettoria (Ăÿ=1) deve essere selezionata per coprire ogni 

sensore j. Tale vincolo, applicato a tutti i sensori j nell9insieme S, assicura la copertura 

completa dell9intero campo.
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Questo vincolo rappresenta un elemento cruciale del problema di covering e riflette la 

necessità di selezionare traiettorie in modo da garantire che ogni sensore sia coperto.

Un altro vincolo del Modello Master garantisce che il numero complessivo di traiettorie 

selezionate (e quindi di droni) non superi la capacità disponibile. Sia ∣D∣ la cardinalità 

dell9insieme dei droni D. Questo vincolo può essere espresso come:

∑ Ăÿÿ∈Ā f |Ā|
Dove la somma delle variabili binarie Ăÿ , che indicano se la traiettoria i-esima è selezionata, 

deve essere minore o uguale al numero totale di droni disponibili (∣D∣). In pratica, ciò 

significa che non verranno selezionate più traiettorie rispetto al numero effettivo di droni 

a disposizione.

Questo vincolo è fondamentale per garantire la fattibilità della soluzione, evitando di 

sovraccaricare il sistema e assicurando che le risorse disponibili siano utilizzate in modo 

appropriato.

2.2.2 Implementazione Modello Master in AMPL

In questa sezione viene analizzato il codice AMPL relativo al Modello Master. 
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Figura 1 – Codice AMPL del Modello Master

Set

I set T e S rappresentano rispettivamente l9insieme di tutte le possibili traiettorie e 

l9insieme di tutti i sensori.

Parametri

• length: Questo parametro rappresenta la lunghezza di ciascuna traiettoria. La 

notazione {T} indica che il valore della lunghezza è definito separatamente per ogni 

traiettoria nell9insieme T. Si assume che length[i] sia un valore non negativo.

• a: È una matrice binaria che specifica se una traiettoria copre un determinato 

sensore. La variabile a[i, j]=1 se la traiettoria i-esima copre il sensore j-esimo; 

altrimenti, a[i,  j]=0.

• MAX_DRONE: Indica il numero massimo di droni disponibili per 

l9ottimizzazione. Questo parametro può essere adattato a seconda delle risorse o 

dei requisiti del problema. Nel nostro caso, il valore predefinito è pari a 6, 

corrispondente al numero di droni disponibili.

Variabile decisionale

x[i]: È una variabile binaria che indica se la traiettoria i-esima è selezionata (x[i]=1) 

o meno (x[i]=0).

Funzione obiettivo

La funzione obiettivo, denominata "minimize Total_Length", si occupa di 

minimizzare la somma delle lunghezze delle traiettorie selezionate, riflettendo 

l9obiettivo principale del problema: ridurre la distanza complessiva percorsa dai 

droni.

Vincoli

• Vincolo di copertura ("subject to Covering"): Garantisce che ciascun sensore j sia 

coperto da almeno una traiettoria selezionata. Questo vincolo assicura la copertura 

completa del campo.
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• Vincolo sul numero di droni ("subject to Drone_count"): Limita il numero 

complessivo di traiettorie selezionate al valore massimo consentito 

(MAX_DRONE), garantendo che la soluzione sia compatibile con le risorse 

disponibili.

2.3 Modello Pricing

Il Modello di Pricing è fondamentale nel nostro approccio all9ottimizzazione delle rotte 

dei droni, poiché si occupa della generazione di singole traiettorie che soddisfano specifici 

requisiti operativi. In particolare, ogni traiettoria è concepita come un ciclo chiuso che 

inizia e termina nello stesso punto, garantendo che ogni sensore sia raggiunto 

periodicamente dal drone.

Il campo di dimensioni 20x20 è rappresentato come una griglia di nodi, dove ciascun nodo 

è connesso agli altri tramite archi disposti in direzioni verticali, orizzontali e diagonali. 

Questo modello consente una rappresentazione dettagliata e flessibile delle possibili 

traiettorie dei droni all9interno del campo.

Per assicurare l9efficienza operativa e il rispetto delle limitazioni pratiche, il modello 

incorpora vincoli che limitano la lunghezza massima di ciascuna traiettoria, garantendo al 

contempo la chiusura del ciclo. Questi vincoli sono essenziali per adattare le rotte dei droni 

alle dimensioni del campo e alle specifiche operative, assicurando che ogni sensore sia 

monitorato con la frequenza desiderata.

2.3.1 Spiegazione Modello Pricing

Variabili decisionali

Il Modello Pricing utilizza diverse variabili di decisione per rappresentare le traiettorie dei 

droni e garantire il rispetto dei requisiti operativi:

• Variabile binaria ăÿĀ: Assume il valore 1 se l9arco (u, v) è incluso nella traiettoria, e 

0 altrimenti.
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• Variabile binaria āā : Assume il valore 1 se il sensore k-esimo è coperto dalla 

traiettoria generata, e 0 altrimenti.

• Variabile �ÿ: Assume valori compresi tra 0 e n, dove n è il numero massimo di nodi 

nel ciclo. Il valore di �ÿ rappresenta la posizione del nodo u-esimo nel ciclo.

• Variabile binaria �ÿĀ: Assume il valore 1 se l9arco (u, v) è incluso nella traiettoria e �ÿ>�Ā, ovvero se l9arco (u, v) è l9ultimo del ciclo. In caso contrario, assume il valore 

0.

Funzione obiettivo

min ∑ āÿĀăÿĀ(ÿ,Ā)∈� 2 ∑ λāāāā∈ÿ 2 � 
La funzione obiettivo del Modello Pricing è progettata per minimizzare il costo ridotto 

associato alla variabile del Modello Master. In particolare, la prima sommatoria, 

rappresenta la lunghezza del ciclo. Le variabili duali �ā e ω giocano un ruolo cruciale:

• �ā è la variabile duale associata al vincolo k del Modello Master, che garantisce la 

copertura del sensore k-esimo.

• ω è la variabile duale associata al vincolo di cardinalità sul numero massimo di 

traiettorie selezionabili nel Modello Master.

Vincoli

∑ ăÿĀ(ÿ,Ā)∈� = ∑ ăĀÿ(Ā,ÿ)∈� ∀ÿ ∈ �
Questo vincolo impone che gli archi selezionati formino un ciclo chiuso.āā f ∑ ăÿĀ(ÿ,Ā)∈�,ÿ∈�� + ∑ ăÿĀ(ÿ,Ā)∈�,Ā∈�� ∀Ā ∈ �
Questo vincolo garantisce che il sensore k sia coperto se viene selezionato almeno un arco 

(u, v) tale che u o v appartengano all9insieme ÿā. L9insieme ÿā rappresenta il sottoinsieme 
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dei nodi tali che, se un drone si trova su un nodo appartenente a ÿā, allora il sensore k 

risulta coperto. In altre parole, la variabile āā può assumere valore 1 solo se almeno un 

arco che collega due nodi, di cui almeno uno appartiene a ÿā, è incluso nella traiettoria 

selezionata. Ciò assicura che il sensore venga effettivamente monitorato da un drone in 

movimento. ∑ āÿĀăÿĀ(ÿ,Ā)∈� f Γ 
Questo vincolo limita la lunghezza della traiettoria generata. La somma delle lunghezze 

degli archi (u, v), indicata come āÿĀ, deve essere al massimo pari ad un parametro dato Γ 
(gamma). ∑ �ÿĀ(ÿ,Ā)∈� = 1
Questo vincolo assicura che esattamente uno e un solo arco (u, v) venga selezionato come 

ultimo del ciclo. ĂÿĀ g �ÿĀ ∀(ÿ, Ā) ∈ ā
Questo vincolo stabilisce che un arco (u, v) può essere considerato come l9ultimo del ciclo 

(�ÿĀ=1) solo se è effettivamente parte del ciclo (ĂÿĀ=1). In altre parole, un arco 

selezionato come ultimo deve necessariamente appartenere alla traiettoria.�ÿ 2 �Ā + �(ĂÿĀ 2 �ÿĀ) f � 2 1 ∀(ÿ, Ā) ∈ ā
Gli ultimi 2 vincoli garantiscono la formazione di un unico ciclo. La variabile �ÿ 

rappresenta la posizione del nodo u nel ciclo, e la relazione con �Ā assicura l9ordine corretto 

dei nodi nella traiettoria. Inoltre, il termine n(ĂÿĀ−�ÿĀ) serve a mantenere la coerenza tra 

la selezione degli archi e la posizione dei nodi, impedendo la formazione di cicli multipli o 

non validi.

2.3.2 Implementazione Modello Pricing in AMPL

In questa sezione analizziamo il codice AMPL relativo al Modello Pricing.
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Figura 2 – Codice AMPL del Modello Pricing

Set

• V: rappresenta i nodi del grafo. La notazione "dimen 2" indica che ogni nodo è 

identificato da due coordinate (ad esempio x, y in una griglia).

• E: rappresenta gli archi, ciascuno definito da due nodi. Un arco è quindi il segmento 

che collega due nodi specifici.

• S: rappresenta i sensori malfunzionanti. L9istruzione "within V" specifica che S è 

un sottoinsieme dei nodi V.

Parametri

• l: rappresenta la lunghezza di ciascun arco (u, v) ∈E.

• Γ: definisce la lunghezza massima consentita per una traiettoria.

• λ: è la variabile duale associata al vincolo k-esimo del Modello Master. Per 

impostazione predefinita, ha valore pari a 2.
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• ω: è la variabile duale associata al vincolo di cardinalità sul numero massimo di 

traiettorie.

• n: indica la cardinalità dell9insieme dei nodi V.

• sensor_covered: è un parametro binario che assume valore 1 se un drone 

posizionato su un nodo di V è in grado di coprire il sensore S, e 0 altrimenti.

• C: è l9insieme dei sensori coperti per ciascun nodo.

Variabili

• Y{E}: variabile binaria che assume valore 1 se l9arco E fa parte del ciclo, e 0 

altrimenti.

• w{S}: variabile binaria che assume valore 1 se il sensore S è coperto dalla traiettoria, 

e 0 altrimenti.

• s: variabile continua che assume valori compresi tra 0 e n, rappresentando la 

posizione di un nodo nel ciclo.

• �� : variabile binaria che assume valore 1 se l9arco E è l9ultimo del ciclo, e 0 

altrimenti.

Struttura dei vincoli

• La parola chiave "subject to" introduce i vincoli nel codice AMPL.

• Vincolo cycle: garantisce la creazione di un ciclo chiuso. La sommatoria degli archi 

in ingresso a un nodo deve essere uguale alla sommatoria degli archi in uscita. 

Questo assicura che ogni ciclo percorso in senso orario sia equivalente al medesimo 

ciclo percorso in senso antiorario.

• Vincolo trajectory_max_length: limita la lunghezza totale della traiettoria, 

imponendo che la somma delle lunghezze degli archi inclusi nel ciclo non superi Γ.

• Vincolo one_last_edge: assicura che esista un solo arco considerato come l9ultimo 

del ciclo. Questo è imposto stabilendo che la somma di tutte le variabili �� sia 

uguale a 1.

• Vincolo lastEdgeIsInTheCycle: garantisce che un arco possa essere l9ultimo del 

ciclo (��=1) solo se fa effettivamente parte del ciclo (��=1).



21

Questa formulazione permette di modellare in modo preciso il problema della generazione 

di traiettorie per i droni.

2.4 Programma C++

Il programma sviluppato in C++ si occupa della gestione preliminare dei dati necessari 

per la definizione del problema. In particolare, legge un file di input che contiene 

informazioni essenziali, come:

• La disposizione dei sensori all9interno del campo di dimensioni 20x20.

• I parametri specifici dei droni, tra cui capacità operative e vincoli.

Attraverso una serie di operazioni di lettura, elaborazione e manipolazione, il programma 

organizza i dati in un formato compatibile con i requisiti dei modelli formulati in AMPL.

L9immagine riportata raffigura un esempio del file di input utilizzato dal programma.

Figura 3 – File di input
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Il programma C++ svolge un ruolo fondamentale nella generazione dei file richiesti dai 

modelli AMPL. In particolare, produce file con estensione .dat, che rappresentano i dati 

necessari per il funzionamento dei modelli matematici, come il "Modello Master" e il 

"Modello Pricing". Questi file contengono i parametri e le variabili strutturati in un 

formato compatibile con AMPL, facilitando l9integrazione tra il programma e i modelli di 

ottimizzazione.

Tra le diverse funzioni implementate, la funzione funzioneProgramma4 riveste un ruolo 

centrale nella preparazione dei dati per il problema di ottimizzazione delle rotte dei droni. 

In particolare, questa funzione contribuisce alla creazione di un grafo che rappresenta il 

campo di dimensioni 20x20.

• Nodi: I punti di intersezione del grafo, che corrispondono alle possibili posizioni 

dei droni o dei sensori nel campo.

• Archi: I segmenti che collegano i nodi, rappresentando le connessioni disponibili 

tra le posizioni.

Questo grafo è un elemento cruciale per modellare le relazioni spaziali tra i nodi e per 

facilitare il processo di ottimizzazione, in quanto fornisce una rappresentazione chiara 

delle connessioni nel campo. Di seguito, viene fornita una descrizione della funzione 

funzioneProgramma4 e del suo contributo all9intero processo.
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Figura 4 – Funzione per la generazione di vertici

La funzione funzioneProgramma4 inizia aprendo il file "drone_ampl.dat" in modalità di 

append utilizzando ofstream::app. Questa modalità permette di aggiungere nuovi dati al 

file senza sovrascrivere o eliminare il contenuto già esistente, garantendo l9integrità dei dati 

precedentemente registrati.

Successivamente, tramite due cicli for annidati, la funzione esplora tutte le possibili 

coordinate nel campo 20x20. Ogni iterazione dei cicli genera un vertice nella forma (i, j), 

dove i e j rappresentano le coordinate del nodo all9interno del campo. Questi vertici 

vengono scritti nel file di output "drone_ampl.dat" utilizzando il comando outFile.

Figura 5 – Funzione per la generazione degli archi

Dopo la generazione dei vertici, la funzione utilizza quattro cicli for annidati per creare gli 

archi che collegano i vertici generati. Gli archi sono rappresentati come coppie di vertici 

(i, j) e (ni, nj), i quali indicano rispettivamente il nodo iniziale e il nodo finale dell9arco.

Per evitare duplicazioni, gli archi vengono generati solo se le coordinate del secondo 

vertice (ni, nj) sono superiori rispetto a quelle del primo (i, j). Questo criterio garantisce 

che ogni arco sia univoco e non venga ripetuto nel file di output.

Le coppie di vertici che rappresentano gli archi vengono quindi scritte nel file di output 

"drone_ampl.dat" utilizzando il comando outputFile.
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Figura 6 – Funzione che calcola il peso degli archi

Dopo aver generato i vertici e gli archi, è fondamentale calcolare la lunghezza di ciascun 

arco, in quanto rappresenta un parametro necessario per determinare la lunghezza totale 

della traiettoria dei droni.

La lunghezza di ogni arco viene calcolata utilizzando la distanza euclidea tra le posizioni 

dei nodi connessi, se l9arco collega due nodi in direzione verticale (sopra-sotto) o 

orizzontale (destra-sinistra), la lunghezza è unitaria, poiché la distanza tra i due nodi è pari 

a 1, se l9arco collega due nodi in direzione obliqua, la lunghezza è pari alla radice quadrata 

di 2, poiché i nodi sono distanti lungo entrambe le dimensioni della griglia.
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Figura 7 – Generazione degli archi e scrittura nel file di output

Infine, la funzione chiude i file di output, completando il processo di generazione dei 

vertici, degli archi e della lunghezza degli archi, questo passaggio conclude la creazione del 

grafo.

Nel file di output "drone_ampl.dat", i nodi (V) e gli archi (E) sono elencati con la seguente 

sintassi:

set V :=                                          set E :=
(0 , 0)                                             (0, 0, 0, 1)
(0 , 1)                                             (0, 1, 0, 0)
(0 , 2)                                             (0, 0, 1, 0)
(0 , 3)                                             (1, 0, 0, 0)
(0 , 4)                                             (0, 0, 1, 1)

La lunghezza degli archi (param l) viene definita nel file di output con la seguente sintassi:

param l :=
[0, 0, 0, 1] 1
[0, 1, 0, 0] 1
[0, 0, 1, 0] 1
[1, 0, 0, 0] 1
[0, 0, 1, 1] 1.414

Qui, ogni riga rappresenta un arco specifico:
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• Le quadruple [Ă1, ă1, Ă2, ă2] identificano l9arco che collega il nodo iniziale (Ă1, ă1) 

al nodo finale (Ă2, ă2).

• L9ultimo valore sulla riga specifica la lunghezza dell9arco:

o 1 per archi in direzione verticale (sopra-sotto) o orizzontale (destra-sinistra).

o 1.414 (radice quadrata di 2) per archi in direzione obliqua.

Un9altra funzione rilevante implementata nel programma C++ è funzioneProgramma6, il 

cui scopo è estrarre le coordinate dei sensori malfunzionanti dal file di input e preparare 

un file AMPL denominato "data_pricing.dat".

Figura 8 – Lettura delle coordinate dei sensori rotti
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Figura 9 – Creazione del file di input per AMPL

La funzione funzioneProgramma6 esegue i seguenti passaggi:
1. Ricerca delle coordinate: Analizza il file di input per individuare la sezione relativa 

ai sensori malfunzionanti.

2. Memorizzazione: Legge le coppie di coordinate (x, y) e le salva nel vettore 

sensors_position.

3. Calcolo delle dimensioni massime: Determina i valori massimi delle coordinate 

(Ămax, ămax) per garantire un formato compatibile con AMPL.

4. Scrittura nel file AMPL: Genera il file "data_pricing.dat" con le coordinate salvate 

nel seguente formato:

set S :=
0   14
0   16
1   0
1   1
1   6
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DISCUSSIONE RISULTATI

Sono stati eseguiti test sperimentali utilizzando tre diverse istanze del problema, con 

dimensioni della matrice rispettivamente di 4x4, 9x9 e 20x20. L9obiettivo era verificare la 

correttezza e l9efficienza del modello nella risoluzione del problema di ottimizzazione delle 

traiettorie dei droni

Test con matrice 4x4:

• La soluzione ottima è stata trovata in meno di un secondo.

• I risultati dimostrano che il modello è in grado di gestire istanze di dimensioni 

ridotte in tempi estremamente rapidi.

Figura 10 – Output di AMPL caso 4x4

L9immagine mostra i risultati principali del modello applicato a una matrice di dimensioni 

4x4, con particolare attenzione alla variabile x (traiettorie selezionate) e al parametro length 

(lunghezza delle traiettorie).
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Nell9immagine vediamo i valori assegnati a x[i] dove x[i]=1 indica che la traiettoria i è stata 

selezionata, mentre x[i]=0 indica che non lo è stata. Significa che solo le traiettorie 2, 4 e 

5 sono state selezionate come parte della soluzione ottima.

Il parametro length [i] indica la lunghezza della traiettoria i. Nel nostro caso la traiettoria 

2 e 5 hanno una lunghezza di 2 unità (ad esempio per una connessione orizzontale o 

verticale), mentre la traiettoria 4 ha una lunghezza di 2.828 unità (radice di 8), a causa di 

una connessione diagonale.

Test con matrice 9x9:

• La soluzione ottima è stata trovata in meno di un minuto.

• Questo conferma la capacità del modello di scalare a istanze di media dimensione 

mantenendo tempi di risoluzione accettabili.

Figura 11 – Output di AMPL caso 9x9

In questo caso vengono create traiettorie più lunghe, come la traiettoria 15 

(length=15.898) o la 14 (length=17.312), le quali rappresentano percorsi più complessi.
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Test con matrice 20x20 (caso reale):

• Con il raggio d9azione iniziale del drone pari a 1.5, il programma non è riuscito a 

trovare una soluzione ammissibile entro 5 minuti.

• Aumentando il raggio d9azione a 4.1, la complessità del problema è stata ridotta 

grazie alla maggiore copertura dei sensori. In circa 7 minuti sono state ottenute 

soluzioni ammissibili.
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Figure 12 e 13 – Output di AMPL caso 20x20

Le variabili di selezione delle traiettorie (x[i]) hanno assunto valori frazionari, ciò indica 

che il problema è stato risolto in un contesto rilassato. Questo significa che le traiettorie 

sono state selezionate in proporzioni frazionarie, invece di una selezione binaria. Il 

rilassamento continuo consente di ottenere una soluzione approssimata, utile per orientare 

il processo di ottimizzazione. 

CONCLUSIONI

In questa tesi è stato affrontato il problema dell9ottimizzazione delle rotte per droni 

incaricati del monitoraggio di sensori statici in un ambiente di agricoltura indoor. 

L9impiego di droni difatti garantisce la copertura ottimale del terreno, soprattutto in 

presenza di sensori statici malfunzionanti. Tuttavia, la definizione delle traiettorie ottimali 

rappresenta una sfida non banale, specialmente in scenari con campi di grandi dimensioni. 
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Questo problema rientra nella classe dei problemi di routing, caratterizzati da un elevato 

numero di possibili configurazioni, la cui risoluzione richiede tecniche avanzate di 

ottimizzazione.

Dopo aver analizzato il problema e definito il modello matematico, sono stati sviluppati 

due modelli: il Modello Master, che seleziona le traiettorie ottimali minimizzando la 

distanza totale percorsa dai droni durante il monitoraggio del campo, e il Modello Pricing, 

che genera nuove traiettorie riducendo la complessità computazionale. L9algoritmo di 

Column Generation utilizza entrambi i modelli, affinando progressivamente la soluzione 

attraverso un processo iterativo di selezione e generazione di nuove traiettorie.

Senza l9uso del Column Generation, la risoluzione diretta di un problema di routing di 

queste dimensioni sarebbe proibitiva, poiché il numero di traiettorie possibili cresce 

esponenzialmente, rendendo necessaria un9enorme potenza di calcolo. L9algoritmo ha 

invece permesso di generare dinamicamente solo le traiettorie più promettenti, evitando 

di doverle considerare tutte in anticipo e migliorando così l9efficienza della risoluzione.

L9approccio adottato si è rivelato efficace su istanze di piccole dimensioni, per le quali 

AMPL è stato in grado di individuare la soluzione ottima in tempi ridotti. Tuttavia, nel 

caso reale 20x20, l9aumento della complessità ha reso il problema più difficile da risolvere 

esattamente. In questo contesto, il modello ha restituito una soluzione rilassata continua, 

in cui le variabili di selezione delle traiettorie assumono valori frazionari, consentendo di 

ottenere un9approssimazione della soluzione ottimale. 
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